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Resumo
As lajes protendidas têm sido utilizadas na construção de pavimentos nas últimas dé-
cadas em vários países, incluindo o Brasil. Em comparação com as lajes de concreto armado,
permitem a adoção de vãos maiores e elementos mais esbeltos, assim como também de um
melhor controle da Ąssuração e dos deslocamentos em condições de serviço. Apesar dessas van-
tagens, a resistência à punção nas ligações laje-pilar continua sendo um aspecto de especial
cuidado no seu dimensionamento. É por isso que nos últimos anos foram feitos diversos estudos
experimentais para analisar a inĆuência da protensão na resistência última à punção. Paralelo
a esses estudos, o desenvolvimento de ferramentas computacionais tem permitido também en-
tender o fenômeno da punção por meio de simulações numéricas. A Ąnalidade deste trabalho é
investigar os efeitos da protensão na resistência à punção de lajes protendidas sem armadura
transversal através de simulações numéricas.
Para alcançar esse objetivo, ensaios experimentais foram simulados através de análises
tridimensionais não lineares usando o programa computacional DIANA. Nas modelagens foram
incorporados o comportamento não linear do concreto Ąssurado e o escoamento do aço das
armaduras passivas e ativas. Compararam-se os modos de ruptura e as curvas de carga versus
deslocamento entre os resultados numéricos obtidos e os experimentais a Ąm de validar os
modelos constitutivos adotados para o concreto e o aço. A partir da calibração dos modelos,
realizou-se um estudo paramétrico que incluiu a simulação de 48 modelos protendidos de ligação
laje-pilar, variando a distribuição, traçado do cabo e a resistência à compressão do concreto.
Os resultados obtidos foram confrontados com as recomendações do ACI 318-14, Eurocode 2
(2004), Ąb Model Code 2010, NBR 6118:2014 e a Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento
proposta por Muttoni (2008). Analisando os resultados, conclui-se que as análises numéricas
conseguíram representar corretamente a ruptura por punção junto com os efeitos causados pela
protensão. As conclusões apresentadas neste trabalho servirão de suporte para futuros estudos
experimentais e numéricos, além de contribuir no entendimento do fenômeno da punção em
lajes lisas.
Palavras-chave: punção; concreto protendido; lajes lisas; análise numérica.
Abstract
Prestressed slabs have been used as structural Ćoor systems in the last decades in several
countries, including Brazil. In comparison with the reinforced concrete slabs, it allows the
adoption of larger spans and slender elements, as well as better control of cracking and deĆection
at serviceability limit state. Despite these advantages, punching shear resistance in the slab-
column connections is still the governing criteria for structural design. For that reason, in the
last years experimental studies have been conducted to analyze the inĆuence of prestressing
on the punching strength. Parallel to these studies, the development of computational tools
has also allowed understanding the punching phenomenon through numerical simulations. The
purpose of this work is to investigate the punching resistance of prestressed Ćat slabs without
shear reinforcement through numerical simulations.
To achieve this objective, experimental tests were modeled using a three-dimensional
non-linear analysis on the software package DIANA. In the models were included the nonlinear
behavior of the cracked concrete and the steel yielding of the mild and prestressed reinforcement.
In order to endorse the constitutive models adopted for concrete and steel, it was compared
numerical and experimental results such as failure modes and load versus deĆection curves.
Based on the model calibration, a parametric study was executed, including 48 post-tensioned
models of slab-column connections, changing the layout and proĄle of the cables, and the
concrete compressive strength. The results obtained were contrasted with the ACI 318-14,
Eurocode 2 (2004), Ąb Model Code 2010 and NBR 6118:2014 recommendations and the Critical
Shear Crack Theory (CSCT) proposed by Muttoni (2008). Analyzing the results, it is concluded
that the numerical analysis reproduced the punching shear failure with the post-tensioned
efects. The conclusions presented in this investigation might be useful for future experimental
and numerical studies, as well for the understanding of the punching shear phenomenon in Ćat
plates.
Keywords: punching; prestressed concrete; Ćat slabs; numerical analysis.
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O sistema estrutural denominado lajes lisas é constituído por lajes de concreto armado
ou protendido que são apoiadas diretamente sobre pilares. Embora pareça simples, esse sistema
apresenta um comportamento estrutural complexo, especialmente nas ligações laje-pilar, onde
pode acontecer ruptura à punção devido às altas tensões de cisalhamento.
As lajes lisas têm-se beneĄciado pelo uso do concreto protendido devido ao controle da
Ąssuração e das deformações, que são obtidos com esta técnica. Além disso, os efeitos das forças
de protensão introduzidas também permitem uma redução da espessura da laje o que leva a
uma estrutura mais leve, em comparação com uma estrutura de concreto armado.
A inĆuência da protensão na resistência à punção tem sido objeto de estudo de nume-
rosos trabalhos experimentais. As pesquisas sugerem que o uso de cabos protendidos ocasiona
efeitos favoráveis, principalmente devido à compressão no plano da laje, à componente vertical
dos cabos inclinados e os momentos Ćetores gerados pela protensão (MELGES, 2001; RAMOS,
2003; CLÉMENT et al., 2014). Porém não existe um consenso geral de um modelo físico ade-
quado que permita levar em consideração essa contribuição. Isso é demostrado através das
diferentes abordagens apresentadas nas principais normas e recomendações, sendo a maioria
delas baseadas em equações empíricas.
Nas últimas décadas, paralelamente às pesquisas experimentais, foram desenvolvidas
também análises numéricas utilizando elementos Ąnitos. Segundo Afonso (2010), em particular
para o estudo da punção, esse tipo de análise é de grande utilidade, dado que a realização de
ensaios experimentais em lajes tem muitas vezes um custo elevado e diĄculdade de execução.
Nas análises numéricas é considerada a não linearidade física dos materiais, possibili-
tando estudar a propagação das Ąssuras no concreto e o escoamento das barras de aço. Di-
ferentemente dos ensaios experimentais, onde só alguns pontos podem ser instrumentados, as
análises numéricas permitem explorar o comportamento da estrutura em sua totalidade. Isso
tem sido de grande importância para compreender os diferentes parâmetros que inĆuenciam a
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punção, de uma forma rápida e econômica.
Embora existam diversas pesquisas relacionadas com a modelagem da punção em lajes
lisas, o número de trabalhos que se referem à simulações de lajes protendidas submetidas a esse
tipo de ruptura são escassos. Isso se deve à diĄculdade de representar corretamente os efeitos dos
cabos de protensão no modelo numérico, assim como também às limitações de alguns programas
comerciais. Tendo em consideração o exposto, torna-se necessária fazer um revisão das distintas
alternativas para a modelagem numérica de cabos não aderentes, que permita estudar a ruptura
por punção em lajes lisas.
1.1 Objetivos
O objetivo geral desta pesquisa é estudar o comportamento de lajes lisas protendidas
com cabos não aderentes por meio de análises numéricas não lineares. Procura-se analisar os
efeitos provocados pela protensão na resistência última à punção.
1.1.1 Objetivos EspecíĄcos
• Realizar modelos numéricos de ligações laje-pilar no programa DIANA v.9.4.4, utilizando
como referência ensaios experimentais disponíveis na literatura para a calibração dos
modelos e parâmetros dos materiais.
• Realizar um estudo paramétrico para analisar a inĆuência das variáveis relacionadas com
a protensão que intervêm na resistência à punção.
• Comparar os resultados numéricos obtidos com as recomendações da NBR-6118 (2014),
ACI 318-14 (2014), Eurocode 2 (2004) e Ąb Model Code (2010) e a Teoria da Fissura
Crítica de Cisalhamento proposta por Muttoni (2008).
1.2 Estrutura da dissertação
A dissertação esta dividida em seis capítulos, incluindo a introdução e as conclusões
Ąnais. A seguir é apresentada uma descrição de cada uns dos capítulos.
• Capítulo 1 Introdução
• Capítulo 2 Revisão bibliográĄca: são apresentados os conceitos gerais sobre punção
em lajes lisas e dos fatores que inĆuenciam esse tipo de ruptura. É realizada uma revisão
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de pesquisas experimentais de lajes com protensão aderente e não aderente submetidas a
carregamentos concentrados. São apresentadas também as recomendações das principais
normas, nacionais e internacionais, relacionadas ao cálculo da resistência à punção em
lajes lisas com protensão.
• Capítulo 3 Modelagem numérica não linear do comportamento do concreto
armado e protendido: neste capítulo descrevem-se os modelos constitutivos usados
para representar numericamente o comportamento do concreto à tração, ao cisalhamento
e à compressão. Similarmente é apresentado os modelos constitutivos do aço e das técni-
cas de representação das armaduras ativas e passivas. É realizada também uma descrição
sobre a modelagem da aderência entre o aço e o concreto, usada na simulação do com-
portamento não aderente dos cabos de protensão. Neste capítulo são ainda apresentadas
as técnicas de solução e critérios de convergência numérica oferecidos no programa DI-
ANA (versão 9.4.4). Por Ąm, é realizada uma revisão das pesquisas relacionadas com a
modelagem numérica de lajes de concreto armado com ruptura por punção e vigas com
protensão.
• Capítulo 4 Simulação numérica de ensaios experimentais: este capítulo descreve
a modelagem de estruturas de concreto armado e protendido no programa DIANA tendo
como base os modelos constitutivos apresentados no capítulo 3. Foram escolhidos seis
ensaios experimentais encontrados na literatura: duas vigas protendidas, duas lajes de
concreto armado e Ąnalmente duas lajes de concreto protendido. A partir dos resultados
dos modelos numéricos foram comparadas as curvas de carga versus deslocamento, e as
deformações e tensões nas amaduras e no concreto.
• Capítulo 5 Análise paramétrica: neste capítulo apresenta-se uma descrição da aná-
lise paramétrica proposta, a qual teve como objetivo estudar inĆuência da protensão na
resistência à punção através de simulações numéricos. As variáveis analisadas foram a re-
sistência à compressão do concreto, o traçado dos cabos e a distribuição deles em planta.
São apresentados e discutidos o resultados obtidos das análises numericas e é realizada
uma comparação com as previsões das normas e a a Teoria da Fissura Crítica de Cisa-
lhamento proposta por Muttoni (2008).
• Capítulo 6 Conclusões e recomendações para trabalhos futuros: Ąnalmente são
apresentadas as considerações e conclusões Ąnais do trabalho. São também realizadas
algumas recomendações para a realização de trabalhos futuros.
São ainda apresentados dois anexos. No Anexo A corresponde o banco de dados dos ensaios
experimentais de lajes protendidas não aderentes descritos no Capítulo 2. No Anexo B
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mostra todos os gráĄcos obtidos da análise paramétrica descrito no Capítulo 5. Os gráĄcos
correspondem as curvas de cargas versus deslocamento, deformação do concreto, tensões





Durante as últimas décadas diversos trabalhos experimentais, analíticos e numéricos
têm-se desenvolvido para estudar a ruptura por punção em lajes lisas. Neste capítulo são apre-
sentados a deĄnição geral da punção e os parâmetros que inĆuenciam esse fenômeno. Apresenta-
se também uma revisão de ensaios experimentais de lajes com protensão aderente e não aderente,
com o objetivo de mostrar o estado atual de conhecimento do problema. No Ąnal deste capítulo
são expostas as recomendações das principais normas relacionadas ao cálculo da resistência à
punção em lajes lisas com protensão.
2.2 Punção em lajes lisas
A punção é deĄnida como um tipo de ruína que ocorre pela concentração de forças
em áreas reduzidas causando elevadas tensões de cisalhamento. No caso das lajes lisas, esse
fenômeno pode acontecer na ligação laje-pilar, como é ilustrado na Figura 2.1. A ruptura é
caracterizada pela formação de uma superfície cônica que leva ao colapso da laje antes que seja
atingida a carga de resistência à Ćexão. Existem dois pontos importantes a ser considerados
nesse tipo de falha:
• É um mecanismo de ruptura frágil, que acontece praticamente sem prévio aviso. A estru-
tura não mostra muitos sinais de advertências antes que aconteça a falha.
• A estrutura pode ruir por colapso progressivo. Embora se trate de um mecanismo de
ruptura local, a perda de um ponto de apoio aumenta os esforços transmitidos aos apoios
vizinhos (RAMOS, 2003). O colapso total de um pavimento pode levar também ao colapso
de pavimentos inferiores quando estes não são capazes de resistir à carga de impacto do
pavimento superior.
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(a) (b)
Figura 2.1: a) Concentração de carregamento em lajes lisas b) Ruptura por punção em ligação
laje-pilar. Adaptado de Muttoni e Ruiz (2008).
2.2.1 Fatores que inĆuenciam a resistência à punção
A punção é um fenômeno complexo devido ao estado triaxial de tensões em que está
submetido o concreto, pela concentração de esforços. Nas últimas décadas diversas pesquisas
experimentais têm sido realizadas para determinar a importância de alguns parâmetros na
resistência a este tipo de ruptura. De modo geral, pode-se dizer que a resistência à punção de
uma laje, protendida ou não, depende essencialmente dos seguintes fatores:
• Geometria: área do pilar, espessura da laje e o efeito de escala (size efect)
• Localização do pilar (interno, canto, extremidade)
• Aberturas na laje próximas ao pilar
• Resistência à tração do concreto (correlacionada com a resistência à compressão)
• Taxa da armadura à Ćexão e altura efetiva
• Armadura de cisalhamento para combater à punção
Os fatores geométricos têm inĆuência principalmente na distribuição das tensões na
ligação laje-pilar. Uma das soluções mais simples para evitar a ruptura por punção é o aumento
da espessura total da laje e das dimensões dos pilares. Outra alternativa, mais eĄciente, é o
aumento da espessura da laje nas regiões próximas aos pilares através do uso de capitéis. Por
outro lado, o efeito de escala (size efect) é outro fator geométrico que está relacionado com
a dependência das propriedades características do material em relação às dimensões da peça,
e que se manifesta no concreto por um aparente aumento da sua resistência à tração quando
diminuem as dimensões dos elementos. No caso da punção, esse efeito provoca uma redução
especíĄca da capacidade resistente com o aumento da espessura da laje (AFONSO, 2010). Tal
parâmetro torna-se de grande importância, já que na maioria dos ensaios experimentais para
estudar a punção as lajes têm dimensões reduzidas, devido às diversas diĄculdades de se ensaiar
modelos em escala real.
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A ruptura por cisalhamento de um elemento sem armadura transversal depende dire-
tamente da resistência à tração do concreto e esta encontra-se correlacionada também com a
resistência à compressão. Diversos ensaios mostram uma clara inĆuência destes parâmetros na
capacidade última à punção. Sacramento et al. (2012) compilaram vários dados experimentais
os quais sugerem que a resistência ao puncionamento é proporcional à raiz cúbica da resistência
à compressão (Figura 2.2a).
Da mesma forma a porcentagem de armadura longitudinal também modiĄca o compor-
tamento na ruptura por punção. Os ensaios desenvolvidos por Kinnunen e Nylander (1960)
analisaram o comportamento de lajes de concreto armado com diversas taxas de armadura (ver
Figura 2.2b). Observou-se que um acréscimo da taxa da armadura permite um aumento da ca-
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Figura 2.2: a) InĆuência da resistência de compressão do concreto na capacidade última à
punção. Adaptado de Sacramento et al. (2012) b) InĆuência da taxa de armadura longitudinal
na capacidade última à punção. Adaptado de Kinnunen e Nylander (1960).
2.2.2 Mecanismo de ruptura à punção
O mecanismo de ruptura à punção em lajes lisas pode ser divido em quatro fases.
Segundo Ramos (2003), essas fases têm sido observadas na maioria dos ensaios documentados,
embora a transição entre a fase de resposta à Ćexão e a fase de resistência ao cisalhamento em
alguns casos não seja clara. Na Figura 2.3 são representadas de forma esquemática as Ąssuras
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devido à Ćexão e o cisalhamento em uma laje. A seguir, apresenta-se uma descrição geral de
cada uma das etapas:
• Fase elástica-linear: deformação elástica da laje sem a presença de Ąssuras no concreto.
• Fase de resistência à Ćexão: caracteriza-se pelo aparecimento de Ąssuras radiais, re-
presentadas na Figura 2.3a, localizadas na face superior. Com o aumento da carga surgem
também Ąssuras tangenciais (conhecidas também de circunferenciais) contornando o pe-
rímetro do pilar.
• Fase de resistência ao cisalhamento: nesta fase surgem mais Ąssuras tangenciais,
que se propagam a longo da espessura da laje como Ąssuras inclinadas ao redor do pilar
(Figura 2.3b). De acordo com Regan e Braestrup (1985) essas Ąssuras aparecem com um
carregamento aproximado entre 50% e 70% da carga última. Quando a abertura dessas
Ąssuras atinge certo limite, se forma o denominado cone de punção, criando uma super-
fície de ruptura com um ângulo de aproximadamente 30◇ em relação ao plano da laje.
Geralmente a ruptura se produz de forma abrupta.
• Fase de pós-ruptura: a laje é dividida em duas partes delimitadas pelas Ąssuras de
cisalhamento e é apenas unida pela armadura longitudinal
(a) (b)
Figura 2.3: Representação esquemática da Ąssuração de uma laje submetida a carga concentrada
a) Ąssuras radiais, causadas pela Ćexão b) Ąssuras tangenciais, causadas pelo cisalhamento.
Adaptado de Staller (2000).
A evolução do panorama de Ąssuração das etapas mencionadas pode ser observado no
esquema de uma das lajes de concreto armado ensaiadas por Afonso (2010) na Figura 2.4. A
laje tinha dimensões de 2500×2500 mm2 e uma espessura de 180 mm, a carga foi aplicada
através de uma placa metálica circular de 150 mm de diâmetro.
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(a) P < 0, 3Pu (b) 0, 3Pu < P < 0, 5Pu
(c) 0, 5Pu < P < 0, 7Pu (d) P = Pu
Figura 2.4: Evolução da Ąssuração para diferentes níveis de carregamento em uma das lajes
ensaiadas por Afonso (2010).
Segundo Eder et al. (2010), as etapas do mecanismo de ruptura também podem ser
observadas na curva de carga versus deslocamento obtida dos ensaios experimentais a punção.
Uma representação idealizada dessa curva é ilustrada na Figura 2.5. O primeiro trecho corres-
ponde à resposta elástica da laje, antes da Ąssuração. O segundo trecho está relacionado com
a fase de resistência à Ćexão da laje, onde aparecem as primeiras Ąssuras radiais e tangenciais
ao redor do pilar. Na próxima etapa, as Ąssuras continuam sua propagação na superfície e es-
pessura da laje, a curva apresenta um comportamento quase linear, mas com uma inclinação
menor do que os dois primeiros trechos. Na última etapa, a carga máxima é atingida e acontece








Figura 2.5: Representação esquematica da curva carga versus deslocamento de uma laje com
ruptura por punção. Adaptado de Eder et al. (2010).
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Em relação às deformações radiais de compressão no concreto, acontece um fenômeno
importante: à medida que se aumenta a carga aplicada, surgem deformações de compressão na
direção radial na proximidade do pilar. Porém, depois de atingir certo nível de carregamento,
segundo Guandalini (2006) entre 80% - 90% da carga última, a deformação de compressão
começa a diminuir (ver leituras dos extensômetros S3 e S4 na Figura 2.6). Em alguns casos,
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Figura 2.6: Curvas de carga versus deformação do concreto na direção radial da laje PG-3
ensaidada por Guandalini (2006).
De acordo com Muttoni (2008), esse fenômeno ocorre como resultado da redistribuição
de tensões, necessária para manter o equilíbrio da laje durante o avanço da denominada Ąssura
crítica de cisalhamento, que forma o cone de punção. A Figura 2.7 representa a modiĄcação da
biela comprimida que acontece na laje no momento da ruptura.
P < Pu P = Pufissura crítica
região de tração
região de compressão
Figura 2.7: ModiĄcação da biela a compressão devido à redistribuição das tensões no momento
da ruptura à punção. Adaptado de Guandalini (2006).
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2.3 Pesquisas experimentais
Ensaios experimentais de lajes protendidas têm mostrado a inĆuência da protensão na
resistência à punção. Nesta seção são analisados os efeitos da protensão no comportamento das
lajes e é apresentada, de forma resumida, uma revisão das pesquisas experimentais desenvolvidas
no Brasil e em outros países relacionadas com este assunto. No Apêndice A, são mostrados as
dimensões das lajes, parâmetros e os resultados de carga última dos ensaios de lajes protendidas,
com cabos não aderentes apresentadas nesta seção.
De forma geral, as pesquisas têm mostrado um efeito favorável da protensão na resis-
tência à punção. A Figura 2.8 mostra as forças internas causadas pela protensão na laje, as
quais produzem um aumento na resistência à punção. A força de compressão no plano gera
um aumento na capacidade ao cisalhamento da laje devido a uma maior contribuição do con-
creto. A tensão de compressão também favorece o atrito entre as superfícies separadas pela
Ąssuração, aumentando assim a transmissão de esforços cortantes através do engrenamento dos
agregados. O traçado curvo do cabo cria momentos Ćetores que se opõem aos carregamentos
externos. Conforme ilustrado na Figura 2.8, a componente vertical das forças nos cabos que
cruzam a superfície de ruptura reduzem o esforço solicitante resistido pelo concreto. Os efeitos





Figura 2.8: Efeitos da protensão na ligação laje-pilar: forças no plano (�p), excentricidade do
cabo (�) e a componente vertical (�p). Adaptado de Clément et al. (2014).
As pesquisas experimentais relacionadas com o estudo da punção têm se desenvolvido
principalmente através de modelos isolados de ligações laje-pilar que simulam a área de mo-
mentos negativos, como se mostra na Figura 2.9. A região da ligação laje-pilar é limitada pelas
linhas de inĆexão da curvatura onde os momentos Ćetores são nulos. Teoricamente, para uma
laje com carregamento uniforme, essas linhas situam-se sobre uma circunferência ao redor do
pilar, com um raio aproximadamente igual a 0, 22 · �, onde l é o vão dos painéis quadrados adja-
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centes ao pilar. Sob essa hipótese são dimensionados os modelos de ligação laje-pilar utilizados






Figura 2.9: Esquema de ensaio de lajes para estudar punção.
As primeiras pesquisas relacionadas com punção em lajes protendidas foram desenvol-
vidas nas décadas dos 60 e 70. Os primeiros resultados experimentais já mostravam o aumento
na resistência à punção devido à aplicação de protensão nas lajes. Dentre esses trabalhos,
destacam-se os ensaios realizados por Grow e Vanderbilt (1967), Smith et al. (1974) e Nylander
et al. (1977) e Pralong et al. (1979).
Posteriormente, na década de 80, Shehata (1982) e Regan (1983) realizaram várias sé-
ries de ensaios em lajes com protensão aderente e não aderente. Entre as variáveis estudadas
encontrava-se a distribuição das armaduras passivas e dos cabos em planta, assim como tam-
bém a força de protensão aplicada nos modelos. Nos estudos foram ensaiadas lajes quadradas
e retangulares que pretendiam representar a região próxima ao pilar de uma laje de ponte.
Conforme era esperado, as lajes com cabos distribuídos perto do pilar tiveram maior resistên-
cia à punção em comparação com aquelas onde os cabos estavam distribuídos uniformemente
na largura total do modelo. Os resultados dos ensaios, além de conĄrmar o efeito positivo da
protensão na punção, serviram como base para o modelo analítico proposto por Shehata em
1982, para o cálculo de carga última de lajes protendidas. Esse método baseava-se no princí-
pio de que a resistência à punção de uma laje protendida podia ser calculada como a de uma
laje de concreto armado com taxa de armadura equivalente, desde que as forças de tração nas
armaduras de Ćexão e a altura da linha neutra fossem iguais em ambas lajes.
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Diferentemente de Shehata, Regan desenvolveu em 1985 um método alternativo para o
cálculo da resistência de lajes protendidas. Este método era baseado no fenômeno de descom-
pressão que acontece na laje quando as tensões da protensão na seção transversal são anuladas
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Figura 2.10: Mecanismo da descompressão em laje protendida. Adaptado de Carvalho (2005).
O método proposto tem como princípio de que a resistência à punção de uma laje
protendida pode ser calculada como a soma da resistência dessa mesma laje, sem a protensão,
mais a carga necessária para gerar um estado de descompressão (REGAN, 1985):
�up = �ur + �0 (2.3.1)
onde:
�up é a força resistente à punção da laje protendida,
�ur é a força resistente à punção da laje com a mesma geometria, mas sem armadura de
protensão,
�0 é a carga necessária para gerar um estado de descompressão na laje, calculado em função
do momento de descompressão por unidade de comprimento da laje (�0) como:





sendo � a largura onde estão distribuídos os cabos e � a largura total da laje.
O efeito da distribuição dos cabos também foi estudado por Hassanzadeh e Sundquist (2000).
No seu programa experimental foram ensaiadas sete lajes protendidas com cabos não aderentes,
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utilizando duas conĄgurações, conforme mostrado na Figura 2.11. Adicionalmente, foi ensaiada
uma laje de concreto armado (usada como referência) e outra reforçada com Ąbras de aço para
estudar a possibilidade de substituição da armadura passiva por este tipo de reforço. De acordo
com os resultados, as lajes com cabos mais afastados do pilar (conĄguração b) tiveram um
decréscimo na carga última em relação à aquelas da conĄguração a, porém com uma capaci-
dade de resistência maior do que a laje de referência. Os autores recomendaram a realização de
mais ensaios para estudar a contribuição dos cabos localizados fora da região de ruptura por
punção. Em relação ao reforço com Ąbras, Hassanzadeh e Sundquist (2000) concluíram que as
armaduras longitudinais não podem ser substituídas completamente por esse tipo de reforço












Figura 2.11: Distribuição de cabos utilizadas nos ensaios de Hassanzadeh e Sundquist (2000).
As duas séries de ensaios do programa experimental desenvolvido por Ramos (2003)
tinham como objetivo estudar, separadamente, os efeitos causados pela protensão. Na primeira
estudou-se o efeito da compressão no plano da laje, em uma e duas direções. A força nos
modelos era aplicada através de cabos de protensão externa, ancorados em perĄs metálicos que
transmitiam a compressão para as bordas da laje (Figura 2.12a). Nessa série foram ensaiadas seis
lajes, incluindo uma laje de referência sem protensão. Ramos (2003) concluiu que a existência
de compressão no plano da laje levou a menores deslocamentos verticais dos modelos e a um
decréscimo dos valores de deformação da armadura longitudinal superior.
Na segunda série avaliou-se o efeito da força de desvio provocada pela inclinação dos
cabos. Para eliminar a força de compressão, foram utilizados cabos com traçado semi-parabólico
ancorados em pórticos, conforme o ilustrado na Figura 2.12b . Os ensaios foram divididos em
duas subséries, na primeira os cabos passavam sobre o pilar variando a força de protensão de
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cada modelo. Na segunda foi variada a distância dos cabos ao pilar, mantendo constante a
forças nos modelos.
(a) Esquema do ensaio da série 1
(b) Pórtico de ancoragem utilizado na série 2
Figura 2.12: Ensaios realizados por Ramos (2003).
Ramos (2003) observou que o aumento da força de desvio sobre o pilar levou ao in-
cremento do valor da carga de ruptura. Por outro lado, o afastamento em planta dos cabos,
conduziu a uma menor eĄciência destes, implicando um decréscimo da carga resistida pela laje.
Finalmente, o autor concluiu que a contribuição para da compressão no plano da laje à resis-
tência à punção foi pequena em comparação à contribuição gerada pela força de desvio, apesar
de que dos dois efeitos terem retardado a Ąssuração do concreto.
No Brasil, durante os últimos anos, várias pesquisas de lajes de concreto armado e
protendido têm sido realizadas para estudar o efeito da punção. Dentre estes trabalhos são de
interesse para esta dissertação os desenvolvidos por Melges (2001), Corrêa (2001), Silva (2005),
Carvalho (2005) e Barbán (2008).
No programa experimental realizado por Melges (2001), foram ensaiadas seis lajes, das
quais três eram de concreto armado e as outras três de concreto protendido com cabos não
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aderentes. Dentre os modelos, quatro tinham duas armadura de cisalhamento como pode ser
visto na Figura 2.13.
(a) Modelos de concreto armado: M1, M2, M3
(b) Modelos de concreto protendido: M4, M5, M6
Figura 2.13: Ensaios realizados por Melges (2001).
Nos resultados, Melges (2001) observou que as lajes com protensão tiveram um com-
portamento mais rígido e atingiram cargas maiores em comparação com as lajes de concreto
armado. A presença de armadura de cisalhamento permitiu maior resistência à punção, junto
com um comportamento mais dúctil, tanto nas lajes de concreto armado, como nas protendidas.
Por outro lado, os ensaios realizados por Corrêa (2001) buscaram estudar os efeitos da
compressão e da componente vertical. No programa experimental foram ensaiadas seis lajes
(uma de concreto armado, utilizada como referência, e as outras de concreto protendido). Para
estudar o efeito da força de compressão no plano, adotou-se um traçado reto nos cabos, em
duas das lajes protendidas. Nas três restantes foi utilizado um traçado parabólico para estudar
o efeito da componente vertical dos cabos na resistência à punção. Corrêa (2001) observou que o
efeito da componente vertical gerou um aumento na resistência à punção de 25%. Nos modelos
que somente tinham forças horizontais (traçado reto do cabo), essa porcentagem correspondeu
a 10%. Essa conclusão é semelhante aos resultados dos ensaios realizados por Ramos (2003).
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No programa experimental realizado por Silva (2005), foram ensaiadas 15 lajes no total,
todas protendidas com cabos não aderentes. As principais variáveis analisadas foram o tamanho
do pilar e a distribuição dos cabos em planta. A partir dos resultados obtidos, o autor desenvol-
veu duas variantes para o método da descompressão, proposto inicialmente por Regan (1985).
Segundo Silva (2005), a resistência à punção em lajes protendidas pode ser calculada pela
seguinte equação:





�Rk é a força resistente à punção da laje protendida,
�Rk,c é a força resistente à punção da laje com a mesma geometria, mas sem armadura de
protensão,





sendo àc, a tensão média de compressão da laje calculada na largura da laje,
�pe é o momento médio na largura considerada da laje, causado pela excentricidade e a
componente vertical dos cabos,
V
m
é a relação entre a força vertical aplicada na laje e momento médio da laje, causado pelos
carregamentos externos.
Alternativamente, o autor propôs também uma variante, mais simpliĄcada, para o cál-
culo de �po, �pe e Vm , avaliando os momentos na largura � + 4� da laje (sendo � a largura do
apoio e � a altura útil). Os métodos propostos tiveram uma boa previsão da carga obtida nos
ensaios de Silva (2005) e de outros autores já mencionados nesta revisão (Shehata (1982), Has-
sanzadeh e Sundquist (2000), Melges (2001) e Corrêa (2001)). Em relação ao tamanho do pilar,
o autor observou que as lajes com pilares de maior dimensão apresentaram um comportamento
mais dúctil e uma inclinação da superfície de ruptura (ângulo do cone de punção) menor.
Os ensaios de Carvalho (2005) tinham como objetivo o estudo de lajes protendidas com
cabos não aderentes e armadura de cisalhamento tipo studs. No total foram ensaiadas 18 lajes,
todas com o mesmo tipo de protensão e apenas duas sem armadura de cisalhamento, para
serem utilizadas como lajes de referência. As principais variáveis estavam relacionadas com a
conĄguração das armaduras de cisalhamento (área, número de camadas e distribuição). A partir
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dos resultados dos testes e das análises realizadas, foram propostos métodos de cálculo para
lajes baseados nas equações recomendadas pelas principais normas. No comportamento dos
modelos foi veriĄcado que o uso da protensão retardou o aparecimento de Ąssuras. A armadura
de cisalhamento aumentou a resistência à punção de 16% a 60% em relação às lajes de referência,
sendo a conĄguração dos studs de forma radial aquela que apresentou um maior acréscimo de
carga.
A pesquisa desenvolvida por Barbán (2008) estudou a inĆuência dos cabos com traçado
curvo em planta (ver Figura 2.14) na resistência à punção. No total foram ensaiadas seis la-
jes, das quais uma era de concreto de armado, que foi usada como referência. Nos resultados
obtidos observou-se que a laje mencionada teve uma resistência menor por punção, apesar de
ter uma taxa de armadura passiva 6,5 vezes maior do que a taxa de armadura usada nas lajes
protendidas. Os resultados mostraram também que a inclinação dos cabos em planta teve pouca
inĆuência nas cargas últimas registradas. Baseado na comparação dos resultados experimentais
com as normas, Barbán (2008) concluiu que no cálculo da componente vertical somente deve
ser considerada a força de desvio dos cabos de protensão que estão contidos em um ângulo de
45◇ da face do pilar.
(a) (b)
Figura 2.14: Curvatura em planta de cabos em duas das lajes ensaiadas por Barbán (2008).
Finalmente nesta revisão, destaca-se o trabalho realizado por Clément (2012), o qual
teve como objetivo principal adaptar a Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento (CSCT),
proposta por Muttoni (2008), para lajes com protensão. No programa foram ensaiadas 15 lajes,
dividas em três séries, mostradas na Figura 2.15. Na primeira série era estudada de forma
isolada o efeito dos momentos externos na resistência à punção. Os momentos eram aplicados
na laje através de um pórtico especial que introduzia forças ao longo das diagonais das lajes. Na
segunda série estudava-se o efeito da compressão através do carregamento das lajes com forças
externas horizontais. Na última série foram ensaiados modelos protendidos com cabos aderentes.
Segundo Clément (2012), na primeira série observou-se uma redução dos deslocamento da laje
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e um acréscimo da resistência à punção. Na segunda série, o autor aĄrma que a força de
compressão também retrasou o aparecimento de Ąssuras, porém, ao contrário dos resultados
obtidos na primeira série, os deslocamentos dos modelos foram similares aos obtidos nas lajes
de referência. Na série com protensão aderida, veriĄcou-se uma maior rigidez e um aumento da
carga última proporcional ao nível de protensão da laje.
(a) Série M (b) Série N (c) Série P
Figura 2.15: Esquemas de aplicação de carga das séries ensaiadas por Clément (2012).
2.4 Recomendações das normas para o cálculo da resistência última à
punção
Nas principais normas o cálculo da resistência à punção em lajes lisas está baseado no
método da superfície de controle. Esse método consiste em calcular uma tensão uniforme de
cisalhamento atuante em uma superfície perpendicular ao plano médio da laje, localizada a
uma determinada distância da face do pilar ou da área carregada (ver Figura 2.16). A área
dessa superfície é dada pela multiplicação do perímetro pela altura efetiva da laje. Esta tensão
atuante, geralmente é calculada em função da posição do pilar, da força concentrada e da
presença ou não de momentos Ćetores, e é limitada a uma tensão resistente geralmente calculada
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em função da resistência do concreto, da taxa de armadura à Ćexão e da presença ou não
da armadura de punção. Dessa forma, as normas que consideram um perímetro de controle
mais próximo do pilar ou área carregada, admitem uma tensão nominal de cisalhamento mais
elevada do que aqueles que usam um perímetro de referência mais afastado (RAMOS, 2003).
Segundo Melges (2001), embora esse método de cálculo tenha pouca correlação com a realidade
do fenômeno físico, sendo puramente empírico, o método é bastante simples e, quando bem
calibrado, conduz a consistentes e razoáveis predições.
superfície para o cálculo da tensão de cisalhamento
Figura 2.16: Método da superfície de controle.
Nos seguentes itens, são apresentadas os critérios e recomendações do ACI 318-14, Eu-
rocode 2 (2004), NBR 6118-2014 e do Ąb Model Code 2010 mencionados para o cálculo da
carga última à punção de lajes com cargas centradas e sem armadura de cisalhamento. Serão
comparadas também as abordagens de cada norma para considerar o efeito da protensão.
2.4.1 ACI 318-14 (American Concrete Institute)
Na norma americana o dimensionamento de elementos submetidos ao cisalhamento está
baseada na seguinte equação:
ã�n ≥ �u (2.4.1)
onde �u é a força de cisalhamento atuante na seção considerada e �n é a força resistente nominal
ao cisalhamento resistida pelo concreto e pela armadura transversal (�n = �c+�s). O coeĄciente
ã corresponde a um valor de redução da resistência nominal, que vale 0,75 para peças solicitadas
por cisalhamento.
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Para o caso de lajes lisas, a capacidade resistente ao puncionamento deve ser veriĄcada
em uma superfície de controle afastada a uma distância d/2 a partir da face do pilar ou da área
carregada, como é apresentada na seguinte Ągura:
d/2 d/2
Figura 2.17: Perímetro de controle do ACI 318-14.
No caso de lajes lisas sem armadura de cisalhamento a tensão resistente à punção e dada























� ′c é a resistência à compressão do concreto em MPa,
Ú é um fator de modiĄcação do concreto. Para concretos de peso normal é igual a 1,
Ñ é a razão entre o comprimento do maior sobre o menor lado do pilar,
Ðs é uma constante que depende da posição do pilar. Equivale a 40 para pilares internos, 30
para pilares de borda e 20 para pilares de canto,
�0 é o perímetro de controle afastado a uma distância d/2.























�pc é o valor médio da tensão de compressão nas duas direções, que não pode exceder 3,5
MPa, nem menor que 0,9 MPa,
�p é a componente vertical da força de protensão efetiva dentro do perímetro de controle d/2,
O valor de
︁
� ′c nas expressões anteriores não pode ser maior do que 5,8 MPa.
2.4.2 EN 1992-1-1, Eurocode 2 (2004)
A formulação apresentada no código europeu para o cálculo da punção está baseada no
CEB-FIP Model Code 90. O método e as equações utilizadas foram desenvolvidas através de
ensaios experimentais. A tensão de cisalhamento, �Ed, provocada por uma força concentrada






� é a altura útil média da laje,
Ñ é um coeĄciente para considerar a excentricidade da carga e a localização do pilar (interno,
de borda ou de canto). No caso de pilares internos pode ser adotado 1,15.
�i é o perímetro de controle da seção a ser avaliada. Segundo o EC2 (2004) a resistência à
punção deve ser veriĄcada no perímetro de controle �0, localizado na face do pilar, e no perí-
metro de controle �1, deĄnido a uma distância 2� da área carregada, com cantos arredondados





Figura 2.18: Perímetro de controle do EC2 (2004).
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�Rd,max = 0,5 · � · �cd
(2.4.8)





(�ck, resistência à compressão do concreto em MPa).
Para o perímetro �1, afastado a 2�, deve ser veriĄcado que:
�Ed ≤ �Rd,c (2.4.9)
onde a tensão resistente à punção em lajes sem armadura de cisalhamento, �Rd,c, é calculada
de acordo à equação 2.4.10:
�Rd,c = �Rd,c�(100�l�ck)
1/3 + �1àcp ≥ (�min + �1àcp) (2.4.10)
sendo:
�ck é a resistência à compressão do concreto em MPa (�ck < 90 MPa),
�l é a taxa de armadura longitudinal calculada como: �l =
√
�ly · �lz ≤ 0,02. Onde �ly e �lz são
as taxas de armadura longitudinal nas direções ortogonais, considerando só as barras dentro
de uma distancia 3� da face do pilar,
� é um fator relacionado com o efeito escala (size efect) calculado pela expressão:




≤ 2, 0 com � em mm,
àcp é a tensão média na seção de controle (positiva se for de compressão) em MPa,
Os valores de �Rd,c, �min e �1 variam em cada país, sendo os valores recomendados: �1 = 0,1, e









Segundo EC2 (2004), a componente vertical, �pd, resultante dos cabos protendidos in-
clinados pode ser levada em consideração como ação favorável. Porém nas recomendações da
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norma não é claro o afastamento máximo que pode ter um cabo para considerar sua compo-
nente vertical no cálculo da carga resistida à punção. O item 6.4.3 da norma especiĄca que
somente pode ser incluída a força dos cabos que passam a uma distância inferior a 2� do pilar.
No entanto, no item 9.4.3, o valor é limitado a uma distância de 0,5� do pilar.
2.4.3 NBR-6118:2014
O modelo de cálculo para o dimensionamento de lajes à punção proposto pela norma
brasileira está baseado nas expressões empíricas do CEB-FIP Model Code 90, portanto é similar
ao apresentado no EC2 (2004). No caso de lajes sem armadura de cisalhamento, a resistência à
punção é veriĄcada em duas superfícies críticas. Na primeira superfície, denominada contorno
C, é veriĄcada a tensão de compressão diagonal do concreto. Na segunda superfície (contorno
CŠ) afastada a 2� do pilar, é veriĄcada a capacidade da ligação à punção, associada à resistência
à tração diagonal.







�Sd é força concentrada de cálculo,
� é o perímetro do contorno crítico considerado,
� é altura útil média da laje.
Para a primeira superfície crítica (contorno C ) a veriĄcação da tensão resistente de compressão
diagonal é realizada através da seguinte expressão:







(�ck resistência à compressão do concreto em MPa)
Na segunda superfície crítica (contorno CŠ) a veriĄcação é efetuada como a seguir:







1/3 + 0,10àcp (2.4.13)
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onde:
�ck resistência à compressão do concreto em MPa,
� é altura útil média da laje em centímetros,
� é a taxa de armadura longitudinal calculada como: � =
√
�x · �y. Onde �x e �y, são as taxas
de armadura longitudinal nas direções ortogonais, considerando só as barras dentro de uma
distancia 3� da face do pilar,
àcp é a tensão média na seção de controle (positiva se for de compressão) em MPa,
Comparando as equações 2.4.13 e 2.4.10 do EC2 (2004). Observa-se que a NBR-6118:2014 não
considera a limitação do coeĄciente do efeito escala (� ≤ 2,0), nem um valor de tensão de
cisalhamento mínima (�min). Porém a norma brasileira estabelece uma espessura minima de
160 mm para lajes lisas.
No caso de lajes protendidas, na norma NBR-6118:2014 a veriĄcação da tensão solici-
tante efetiva é feita de acordo a seguinte equação:








áP,d é a tensão devida ao efeito dos cabos de protensão inclinados que atravessam o contorno
considerado e que passam a menos de d/2 da face do pilar,
�k,inf,i é a inclinação do cabo � em relação ao plano da laje no contorno considerado, ver
Figura 2.19,
� é o perímetro crítico considerado, em que se calculam áSd,ef e áSd.
2.4.4 fib Model Code 2010
As recomendações do Ąb Model Code 2010 (MC2010) baseiam-se no modelo físico
da Teoria da Fissura Critica de Cisalhamento (Critical Shear Crack Theory) proposta por
Muttoni (2008). O MC2010 indica que o perímetro de controle localiza-se a uma distância d/2
a partir da região de suporte ou área carregada (Figura 2.20).
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Figura 2.19: Cálculo da componente vertical dos cabos de protensão segundo NBR-6118 (2014).
d/2 d/2
Figura 2.20: Perímetro de controle segundo Ąb Model Code 2010.






�0 · �v (2.4.16)
onde:
�v é a altura efetiva da laje,
�ck é a resistência à compressão do concreto em MPa,
Òc é o coeĄciente de segurança com valor de 1,5,
�ψ é um parâmetro relacionado com as rotação da laje, calculada através da expressão:
�ψ =
1
1,5 + 0,9 · å · � · �dg ≤ 0,6 (2.4.17)
em que:




sendo �g o tamanho máximo do agregado,
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� é altura útil média em ambas direções,
å corresponde à rotação da laje. O MC2010 apresenta quatro níveis de aproximação (Level of
Approximation, LoA) para calcular este parâmetro. Quanto maior o nível, melhor é a precisão,
porém o cálculo se torna mais complexo pelo número de variáveis envolvidas.
LoA I:



























com �sd calculado através de uma análise linear da laje
LoA IV:
å é calculado através de uma análise não linear da laje
Os termos das equações anteriores são explicados a seguir:
�s é a distância a partir do eixo do pilar até ao raio onde o momento Ćetor da laje é zero,
�yd é o valor de cálculo da tensão de escoamento do aço,
�s é o módulo de elasticidade do aço,
�Rd corresponde ao momento médio resistente Ćetor por unidade de comprimento na largura
da banda �s = 1,5
√
�s,x · �s,y, que pode ser calculado através da expressão:
�Rd = � · �ys · �2 ·
︂








Dessa forma, utilizando a equação 2.4.16 correspondente a �R,c e qualquer das expressões
de rotação (å), segundo o LoA adotado, é possível traçar duas curvas, como pode ser visto na
Figura 2.21. O ponto de interseção (ponto C) determina a carga última resistente pela laje e
pode ser calculado graĄcamente ou através de um processo iterativo. Para uma situação de
dimensionamento, onde já é conhecida a força de cálculo a ser resistida (�d), é recomendável
encontrar a rotação åd correspondente a essa força (utilizando uma das equações dos LoAs) e
com esse valor determinar a resistência à punção utilizando a equação 2.4.16 (ponto B). Se a
resistência obtida for maior do que �d, o dimensionamento é considerado adequado.
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 ψ d  ψ 
V
Figura 2.21: Representação das curvas obtidas pelo método do MC2010.
Nas lajes protendidas, a expressão 2.4.19 é modiĄcada através da introdução do termo
�p, que corresponde ao momento de descompressão:










o momento de descompressão é determinado pela seguinte equação:






















� é a força normal por unidade de comprimento,
ℎ é a espessura da laje,
� é a altura útil,
� é a excentricidade da força normal desde o centro de gravidade da seção.
A equação do momento médio resistente Ćetor por unidade de comprimento da laje também é
modiĄcada para considerar o efeito da compressão gerada pela protensão.
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äpl é altura da região comprimida do concreto na seção, assumindo uma distribuição de
tensões plástica constante:
äpl =
(� · � · �y − àp · ℎ)
�cp
(2.4.25)
sendo àp a compressão média gerada pela protensão na laje.
Os parâmetros restantes são calculados da mesma forma que no caso de lajes sem pro-
tensão e a carga máxima é calculada através do mesmo procedimento descrito na Figura 2.21.
O MC2010 permite também considerar o efeito favorável da componente vertical dos cabos
que passam dentro de uma distância �/2 da face do pilar ou área carregada. Dessa forma, a
componente pode ser subtraída da força cortante �E que atua na laje, conforme se mostra a
seguir:




� · �v (2.4.26)
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Capítulo 3
Modelagem numérica não linear do comportamento do
concreto armado e protendido
3.1 Considerações gerais
A análise numérica baseada no método dos elementos Ąnitos (MEF) tem se convertido
em uma ferramenta importante para a resolução de problemas da mecânica dos meios contínuos,
incluindo o comportamento de estruturas de concreto armado e protendido. Para conseguir uma
correta simulação das propriedades de um material via MEF é necessário ter uma idealização
matemática do seu comportamento que permita estabelecer equações que relacionem as tensões
e as deformações. Essa abordagem matemática é conhecida como modelo constitutivo.
Durante as últimas décadas foram desenvolvidas distintas abordagens para modelar nu-
mericamente o comportamento do concreto simples, armado e protendido; sendo um dos grandes
desaĄos a simulação do comportamento não linear causado pela Ąssuração. As simulações do
concreto Ąssurado foram iniciadas nos anos 60, durante as primeiras aplicações do método dos
elementos Ąnitos, em estruturas de concreto armado. Nos seus respectivos trabalhos, Ngo e
Scordelis (1967) e Rashid (1968) introduziram os conceitos de Ąssura discreta (discrete crack)
e distribuída (smeared crack). Ambas as abordagens, tinham como objetivo encontrar a melhor
forma de representar as Ąssuras e a propagação das mesmas dentro de uma malha de elemen-
tos. Atualmente, a representação da Ąssuração do concreto, na análise via MEF, continua sendo
baseada nos conceitos de Ąssura discreta e distribuída.
No modelo de Ąssuração discreta, a Ąssura é representada como uma descontinuidade ge-
ométrica na malha de elementos. Embora possa representar o fenômeno da fratura do concreto
de uma forma mais real, essa formulação não coincide com o conceito básico do método dos
elementos Ąnitos, onde os materiais são considerados como um meio contínuo. Na abordagem
original proposta por Ngo e Scordelis (1967), a Ąssura era formada quando a força em um nó
excedia a resistência a tração do concreto. Desta forma, o nó era separado em dois nós e a Ąssura
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era propagada entre os elementos. A abordagem original tinha várias desvantagens, entre elas
a grande dependência da discretização da malha para representar a propagação da Ąssura e a
atualização da malha em cada incremento de carga, o que gerava um alto custo computacional.
Essas desvantagens foram solucionadas com formulações mais reĄnadas. Atualmente, destaca-se
as propostas por Moës et al. (1999), conhecida como Método dos Elementos Finitos Estendidos
(X-FEM, Extended Finite Element Method) e a formulação de Descontinuidade Forte (Strong
Discontinuity Approach) desenvolvida por Oliver et al. (1999). As abordagens mencionadas per-
mitem a modelagem de Ąssuras de forma discreta sem a necessidade de atualização da malha
através do enriquecimento da aproximação dos nós e elementos para o campo de deslocamentos
da região Ąssurada (CERVERA; CHIUMENTI, 2006). Mais recentemente Manzoli et al. (2016)
desenvolveram uma metodologia denominada Técnica de Fragmentação de Malha como uma
forma de representação de Ąssuras de forma discreta. A técnica está baseada na introdução de
elementos especiais de interface na malha original os quais permitem representar as desconti-
nuidades através de modelos contínuos (relações tensão × deformação). Nas Figuras 3.1a e 3.1b
são ilustradas algumas formulações do modelo Ąssuração discreta.
Por outro lado, no modelo de Ąssuração distribuída, o material Ąssurado é considerado
como um meio contínuo. Em vez de representar uma Ąssura como uma descontinuidade geo-
métrica, as Ąssuras são distribuídas uniformemente nos elementos (Ver Figura 3.1c). O efeito
da Ąssuração é considerado através das relações de tensão-deformação, onde é considerada a
perda da rigidez devido ao amolecimento (softening) do material. A versão original proposta
por Rashid (1968), foi reĄnada por Bažant e Oh (1983) com a introdução do conceito largura
de banda (crack bandwidth), que permite correlacionar o amolecimento do material com o ta-
manho do elemento, evitando assim a dependência da discretização da malha no processo de
Ąssuração. Apesar de ser uma abordagem simpliĄcada, em comparação ao modelo de Ąssura
discreta, o modelo de Ąssuração distribuída permite uma boa aproximação do comportamento
geral de uma estrutura (HARTL, 2002).
(a) (b) (c)
Figura 3.1: Modelo de Ąssuração no concreto a) discreta b) discreta com enriquecimento de nós
d) distribuída, Adaptado de Cervera e Chiumenti (2006).
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Segundo Hartl (2002), os modelos de Ąssuração discreta são mais adequados para a
análise de problemas com Ąssuras dominantes e de propagação previsível, como por exemplo,
a simulação de ensaios de energia de fratura. Devido a seu alto custo computacional, torna-se
ainda difícil sua implementação na análise tridimensional. Por outro lado, Borst et al. (2004),
recomenda o uso dos modelos de Ąssura distribuída para simular panoramas de Ąssuração mais
difusos, como os observados em estruturas de concreto armado.
3.2 Modelo constitutivo do concreto
3.2.1 Modelo de Ąssuração distribuída (Smeared crack Model)
O principio básico dos modelos de Ąssuração distribuída consiste na avaliação das rela-
ções constitutivas do material em eixos locais, os quais são determinados pelo ângulo � em que






Figura 3.2: DeĄnição do sistema de eixos globais (x,y) e locais (n,s) no elemento Ąssurado.
Antes da Ąssuração, o concreto é representado como um material linear, elástico e iso-
trópico. Em um sistema de coordenadas bidimensional, as relações entre as tensões (à) e as
































Os subíndices � e � estão relacionados aos eixos locais na direção perpendicular e tan-
gencial à Ąssura, respectivamente. E corresponde ao modulo de elasticidade e Ü ao coeĄciente
de Poisson. Quando as tensões principais excedem o valor da resistência à tração, inicia-se o
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processo de Ąssuração. Nessa fase as relações isotrópicas do material são substituídas pelas rela-
ções ortotrópicas expressadas através da matriz de rigidez secante Dsns (ROTS; BLAAUWEN-





































onde os parâmetros Û e Ñ estão relacionados com os modos de fratura I e II, respectivamente.
Entre os modelos de Ąssura distribuída, duas representações tensão-deformação têm sido
desenvolvidas: o Modelo de Deformações Totais (Total Strain) e o Modelo de Decomposição
de deformações (Decomposed Strain). Cada modelo tem também suas próprias abordagens
conforme pode ser visto no esquema mostrado na Figura 3.3.
Modelos de fissuração distribuída
(Smeared Crack Models)
Modelos de deformações totais(Total Strain Model)
Modelo de decomposição de deformações(Decomposed Strain Model)
Fissuras Fixas (Fixed)
Fissuras Rotacionais (Rotating)
Múltiplas Fissuras Fixas(Fixed Multidirectional) 
Figura 3.3: Modelos de Ąssuração distribuída.
3.2.1.1 Modelo de Deformações Totais (Total Strain Model)
O modelo de Deformações Totais está baseado na Teoria do Campo de Compressão Mo-
diĄcada (ModiĄed Compression Field Theory), originalmente proposta por Vecchio e Collins (1986)
e modiĄcada por Selby e Vecchio (1997) para a análise tridimensional do concreto. O vetor das
deformações, no sistema global de coordenadas (�, �), é atualizado pelo incremento das defor-
Capítulo 3. Modelagem numérica não linear 55
mações Δ�xy de acordo com a expressão:
t+∆t�xy = t�xy + t+∆tΔ�xy (3.2.3)
esse vetor pode ser transformado ao sistema de eixo locais (�, �) nas direções dos planos de
Ąssuração, recorrendo à matriz de transformação T(�):
t+∆t�ns = T(�) t+∆t�xy (3.2.4)




e o aumento do vetor de tensões, no sistema de coordenadas globais, é dado pela equação:
t+∆tàxy = T(�)⊗1 t+∆tàns (3.2.6)
Nas expressões anteriores T(�) representa a matriz de transformação para um deter-
minado ângulo �. Essa matriz é estabelecida no início do processo de Ąssuração e dependendo
da sua mudança foram desenvolvidos os conceitos de Ąssura Ąxa e rotacional. No modelo de
Ąssura Ąxa (Ąxed crack) a matriz T é calculada uma única vez e mantida constante ao longo
de todo o carregamento, enquanto no modelo de Ąssuras rotacional (rotated crack) é atuali-
zada em cada incremento de carga. A matriz de rigidez secante para o caso tridimensional,
Dsnst, implementada no modelo de Deformações Totais permite representar o concreto como
um material ortotrópico. A matriz Dsnst mantém a simetria da matriz global de rigidez, o que é
recomendável para uma análise numérica. O módulo secante é calculado a partir dos tensores
de tensão e deformação, como se mostra na equação 3.2.7 e 3.2.8. A matriz de rigidez secante




















�c1 0 0 0 0 0
0 �c2 0 0 0 0
0 0 �c3 0 0 0
0 0 0 �c12 0 0
0 0 0 0 �c23 0




3.2.1.2 Comparação entre os modelos de Deformações Totais de Ąssura Ąxa e rotacional
No modelo de Ąssuração Ąxa, a formação das Ąssuras ocorre quando as tensões principais
excedem a resistência à tração do material. O ângulo da Ąssura (�) permanece inalterado nos
subsequentes passos de carga, mesmo que as direções das tensões principal mudem. Como
consequência, aparecem tensões de cisalhamento ao longo do plano de Ąssura para manter
o equilíbrio, como é ilustrado na Figura 3.4. O surgimento das tensões de cisalhamento e a
perda de rigidez no concreto Ąssurado é levado em consideração através do fator de retenção











ε1 e ε2 correspondem às deformações principais, as quais em um caso geral
não coincidem com os planos de Ąssura normal (n) e tangencial (s). As ten-
sões σ1 e σ2 denotam, respectivamente, as tensões normais e paralelas aos
planos de Ąssuras.
Figura 3.4: Modelo de Ąssuras Ąxas. Adaptado de Červenka et al. (2012).
Do mesmo modo que no modelo de Ąssuras Ąxas, no modelo de Ąssura rotacionais a fase
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de Ąssuração é iniciada quando as tensões principais superam o limite de resistência à tração.
Porém, as direções dos planos de Ąssuração são constantemente atualizadas para seguir a rotação
das direções de deformação principal durante o processo de carregamento. Consequentemente
não existem tensões de cisalhamento no plano da Ąssura (ver Figura 3.5), portanto não é
necessária a deĄnição do fator de retenção ao cisalhamento (Ñ = 1). Embora esta abordagem
pareça Ąsicamente incorreta (já que na realidade as Ąssuras não rotacionam) o modelo tem
sido utilizado com sucesso para simular estruturas de concreto armado (CLAUS, 2009). Para
manter a coaxialidade entre os eixos das deformações e das tensões principais, o módulo de
cisalhamento é calculado de acordo com a expressão de CrisĄeld e Wills (1989):
� =
à1 − à2
2(�1 − �2) (3.2.10)
sε2 ε1
σ1 e σ2, correspondem às tensões principais
Figura 3.5: Modelo de Ąssuras rotacionais. Adaptado de Červenka et al. (2012).
3.2.2 Modelo de Decomposição das Deformações (Decomposed Strain Model)
Diferentemente das abordagens explicadas nas seções anteriores, o modelo de decompo-
sição das deformações está baseado no princípio de que a deformação total pode ser dividida
em duas parcelas:
� = �e + �cr (3.2.11)
onde �e corresponde às deformações elásticas e �cr às deformações de Ąssura.
A formulação do Modelo de Fissuras Fixas Múltiplas (Fixed Multidirectional Crack Mo-
del) está baseada no modelo de Deformações Totais de Fissuras Fixas, porém permite abrir
várias Ąssuras em um mesmo ponto de integração de forma simultânea (Figura 3.6).
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Figura 3.6: Modelo de Ąssuras múltiplas. Adaptado de (DIANA TNO, 2012).
Após a abertura de uma Ąssura, outras Ąssuras podem surgir no mesmo ponto de inte-
gração, se a tensão de tração for superada novamente pela tensão principal, ou se o ângulo entre
a Ąssura existente e a direção das tensões principais exceder um determinado valor. Usualmente,
esse ângulo é deĄnido com o valor de 60◇ (ROTS; BLAAUWENDRAAD, 1989).
3.2.3 Comportamento do concreto à tração
A modelagem à tração do concreto não Ąssurado pode ser realizada estabelecendo uma
relação linear-elástica. Após a Ąssuração, uma lei constitutiva baseada na energia de fratura
que relacione a tensão de tração normal (�t) com a deformação normal à Ąssura (�nn) pode
ser utilizada para descrever o amolecimento do concreto. A energia de fratura (�f ) é deĄnida
como a quantidade de energia necessária para propagar uma Ąssura de superfície unitária.
Esse parâmetro pode ser interpretado graĄcamente como a área sob o diagrama de um ensaio






Figura 3.7: Relação de amolecimento proposta por Hordijk (1991), DIANA TNO (2012).
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A relação de amolecimento proposta por Hordijk (1991) é utilizada neste trabalho para

























(1 + �31) exp(−�2)
se 0 ≤ �nn ≤ �nn,ult
0 se �nn,ult < �nn <∞
(3.2.12)
Os valores das constantes são �1 = 3 e �2 = 6,93. O parâmetro �nn,ult corresponde à
largura de Ąssura na qual as tensões desaparecem, deĄnido como:
�nn,ult = 5,136 · �f
ℎ�t
(3.2.13)
Nos modelos de Ąssura distribuída, o valor da largura de banda (h) deĄne o comprimento
no qual a largura de Ąssura (crack width), w, é distribuída em cada ponto de integração do
elemento. Desta forma, é garantido que o processo de Ąssuração seja independente do tamanho
do elemento Ąnito. O valor da largura de banda depende do tipo de elemento, do seu tamanho
e dos pontos de integração. Neste trabalho, no caso de elementos sólidos é adotado o valor
de 3
√
� , sendo � o volume do elemento; e para elementos bidimensionais
√
2� , sendo � a
área do elemento. A energia de fratura pode ser determinada experimentalmente ou através
de relações empíricas. No CEB-FIB Model Code 1990 o parâmetro �f é calculado através da
Equação 3.2.14, que depende da resistência media à compressão e da parcela �f0 que é função







com �cm0 igual a 10 MPa.
Tabela 3.1: Valores �f0 em função do tamanho máximo do agregado.
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Em contrapartida, no Ąb Model Code 2010 é apresentada a seguinte equação para o
cálculo da energia de fratura, apenas em função da resistência média à compressão:
�f = 73� 0,18cm com �cm em MPa [N m/m
2] (3.2.15)
Além das expressões do Model Code 1990 e 2010, na literatura podem ser encontradas









cu [N mm/mm2] (3.2.16)
onde � eft é denominada como resistência à tração efetiva e �cu é a resistência à compressão do
corpo-de-prova cúbico em MPa.
Remmel (1994):






com �cm em MPa [N mm/mm2] (3.2.17)
A Figura 3.8 mostra o valor de energia de fratura calculada através das equações apresentadas,






Figura 3.8: Valores de energia de fratura segundo distintas leis empíricas.
Observa-se que para um mesmo valor de resistência média à compressão pode-se obter
diferentes valores dependendo da expressão escolhida. Excluindo a curva do CEB-FIP Model
Code 1990 para um tamanho máximo do agregado de 32 mm, a curva do Ąb Model Code 2010
apresenta os valores mais altos. Entretanto, a expressão de Remmel (1994) ajusta-se aos valores
calculados pelo CEB-FIP Model Code 1990 para um tamanho máximo do agregado de 16 mm.
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Tendo como base os ensaios experimentais que foram modelados neste trabalho, adotou-se os
valores do Ąb Model Code 2010 para modelar o comportamento do concreto à tração.
3.2.4 Comportamento do concreto ao cisalhamento
Após a Ąssuração, a rigidez ao cisalhamento do concreto é reduzida, porém uma parte
considerável do esforço cortante pode ser transferido através das superfícies rugosas das Ąssu-
ras. De acordo com Figueiras (1983), ensaios experimentais mostram que o principal parâmetro
na transferência das tensões de cisalhamento é a abertura da Ąssura, já que esta condiciona os
outros mecanismos de transferência como a dimensão dos agregados, a quantidade de armadura
e o diâmetro das mesmas. Nos modelos de Ąssuração distribuída, a redução do módulo de cisa-
lhamento, G, depende do tipo de formulação adotada. No caso do modelo de Ąssura rotacional,
esse parâmetro é calculado de acordo com a equação 3.2.10. Entretanto, nos modelos de Ąssuras
Ąxas a redução da rigidez cortante é calculada através do fator de retenção ao cisalhamento, Ñ,
pela expressão:
�cr = Ñ� (3.2.18)
onde �cr corresponde ao módulo de cisalhamento no estado Ąssurado.
O valor de Ñ varia entre 0 e 1, e pode ser adotado como constante ou variável. Na formu-
lação do fator de retenção constante é assumido que após a Ąssuração a relação entre as tensões
e as deformações de cisalhamento é linear, sendo adotado usualmente um valor de Ñ = 0,2
(PRUIJSSERS, 1988). Nos casos onde o modo de fratura I seja dominante, essa simpliĄcação
pode ser válida. Porém, para problemas em que a Ąssuração por cisalhamento é determinante, é
melhor adotar uma formulação de Ñ variável que permita representar adequadamente a depen-
dência observada entre a rigidez ao cisalhamento e a deformação correspondente à abertura de
Ąssura (PRUIJSSERS, 1988; ROTS; BLAAUWENDRAAD, 1989). A seguir, são apresentadas
algumas leis de retenção variável ao cisalhamento encontradas na literatura:
A lei de redução da rigidez de cisalhamento proposta por Kolmar (1986) considera a
presença de armaduras normais ao plano da Ąssura:







Na expressão, as constantes �1 e �2 são calculadas em função da taxa de armadura � como se
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mostra a seguir. A constante �3 corresponde a um fator de escala deĄnido pelo usuário:
0 ≤ � ≤ 0, 02
�1 = 7 + 333(�− 0, 005)
�2 = 10− 167(�− 0, 005)
�3 = 1
(3.2.20)
Baseado em ensaios experimentais, Rots (1988) apresenta a seguinte expressão não-linear para





O fator de retenção variável Ñ proposto por Pruijssers (1988) depende da deformação




















O GráĄco 3.9 mostra as formulações do fator de retenção ao cisalhamento já expostas. Observa-
se que a expressão proposta por Pruijssers (1988) com Ý = 3 se ajusta à curva de Rots (1988):
Figura 3.9: Fator de retenção ao cisalhamento segundo diferentes formulações.
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Alternativamente, na versão 9.4.4 do programa DIANA, utilizado no desenvolvimento
desta pesquisa, é apresentada a formulação do fator de retenção ao cisalhamento baseado no
dano (damage based shear retention). Essa formulação está fundamentada no cálculo do módulo
de cisalhamento Ąssurado através do valor do coeĄciente de Poisson reduzido pela Ąssuração.
Essa abordagem é uma tentativa de representar o fenômeno que acontece no concreto Ąssu-
rado, onde as deformações aplicadas em uma direção deixam de ter efeito nas outras direções
perpendiculares. Desta forma, o módulo de cisalhamento é calculado em função dos valores de
rigidez e coeĄciente de Poisson reduzidos:
� =
� ′
2(1 + Ü ′)
(3.2.24)
3.2.5 Comportamento do concreto à compressão
O comportamento do concreto à compressão pode ser modelado através de uma relação
constitutiva não linear entre as tensões e deformações. Nesta seção são descritas as curvas
propostas por Thorenfeldt et al. (1987) e a curva parabólica proposta por Feenstra (1993).
Ambas as curvas conseguem representar o amolecimento do concreto após atingir à resistência
a compressão.
3.2.5.1 Curva proposta por Thorenfeldt et al. (1987)
As tensões de compressão no modelo proposto por Thorenfeldt et al. (1987) são calcu-

















�c é a resistência à compressão do concreto,
�c é a deformação na qual a tensão de compressão é igual a resistência à compressão,
as constantes são deĄnidas como:
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se � ≤ �c
A Figura 3.10 representa graĄcamente as tensões de compressão segundo o modelo de
Thorenfeldt et al. (1987).
εc ε
c
Figura 3.10: Curva proposta por Thorenfeldt et al. (1987).
Segundo Hendriks et al. (2016), devido a curva de Thorenfeldt et al. (1987) estar ape-
nas em função da resistência à compressão e do módulo de elasticidade, o comportamento no
amolecimento tem uma dependência da malha de elementos Ąnitos adotada. Esse problema
é solucionado no modelo parabólico a partir da introdução da largura de banda (h) na sua
formulação.
3.2.5.2 Curva parabólica proposta por Feenstra (1993)
A curva proposta por Feenstra (1993), mostrada na Figura 3.11, divide o comportamento
do concreto à compressão a partir de três valores de deformação: �c/3 é a deformação onde é
atingida um terço da resistência à compressão, �c é deformação na qual a tensão de compressão
é igual a resistência de compressão e �u é a deformação última na qual o concreto amolece
completamente.
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ε ε ε
Figura 3.11: Curva parabólica proposta por Feenstra (1993).





































se �c < � ≤ �u
0 se � ≤ �u
(3.2.26)







�u = �c − 32
�c
ℎ�c
Observa-se que o amolecimento do concreto depende da energia de fratura à compressão
�c e da largura de banda do elemento ℎ. O parâmetro �c representa a área sob a curva após
atingir a resistência à compressão. O parâmetro �c poder ser estimado como 250 vezes a energia
de fratura à tração (NAKAMURA; HIGAI, 2001).
3.2.5.3 InĆuência do conĄnamento lateral e da Ąssuração na resistência à compressão
Com base nas características das superfícies de ruptura do concreto observadas experi-
mentalmente, diversos critérios de ruptura têm sido propostos. A maioria desses critérios foram
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classiĄcados por Hsieh et al. (1982), conforme o número de constantes do material que aparecem
na suas formulações. A seguir são apresentados alguns exemplos:
(i) 1 parâmetro: Tresca e von Mises
(ii) 2 parâmetros: Mohr-Coulumb e Drucker-Prager
(iii) 3 parâmetros: Breslser-Pister
(iv) 4 parâmetros: Ottosen e Hsieh-Ting-Chen
(v) 5 parâmetros: William-Warnke
Os critérios de ruptura de 4 e 5 parâmetros são considerados os modelos mais reĄnados
e apresentam ótimas aproximações com os dados experimentais disponíveis. O critério de rup-
tura de Hsieh-Ting-Chen, usado no modelo constitutivo proposto por Selby e Vecchio (1997),
permite determinar o acréscimo da resistência à compressão do concreto devido ao conĄna-
mento lateral que acontece quando as deformações perpendiculares à direção do carregamento
são restringidas. Esse efeito é importante na modelagem tridimensional de estruturas de con-
creto e é considerado no modelo proposto por Selby e Vecchio (1997) através da abordagem de
pré-deformação (pre-strain), na qual os efeitos da expansão lateral são considerados como um
caso externo de carregamento na estrutura.
O critério Hsieh-Ting-Chen pode ser considerado como uma combinação linear dos cri-
térios de von Mises, Drucker-Prager e Rankine (HSIEH et al., 1982). A superfície de ruptura é
deĄnida como:










− 1 = 0 (3.2.27)
onde �1 corresponde ao primeiro invariante do tensor de tensões, �2 é o segundo invariante do
tensor de tensões desviatórias, àc,max é a tensão principal máxima de compressão e �c é a resis-
tência à compressão uniaxial. As constantes foram calibradas a partir de ensaios experimentais:
A=2,0108, B=0,9714, C=9,1412 e D=0,2312 (HSIEH et al., 1982).
Dessa forma é levado em consideração o aumento gradual da resistência à compressão
devido ao conĄnamento. Em um estado triaxial hidrostático de tensão, a superfície de ruptura
não pode ser atingida, estabelecendo-se uma relação linear entre as deformações e tensões
(Figura 3.12).
As curvas apresentadas na seção 3.2.5, para representar o comportamento à compressão
do concreto, propostas por Thorenfeldt et al. (1987) e Feenstra (1993), podem ser modiĄcadas
para levar em consideração os efeitos de conĄnamento lateral descritos por Selby e Vecchio (1997).






Figura 3.12: InĆuência do conĄnamento lateral na curva tensão-deformação à compressão do
concreto.
Dessa forma é possível modelar o aumento resistência e o ganho de ductilidade no concreto em
função do aumento da componente isotrópica do tensor das tensões.
Por outro lado, no modelo constitutivo do concreto também é importante considerar a
redução da resistência à compressão devido à Ąssuração na direção lateral. Esse fenômeno é con-
siderado através do modelo proposto por Vecchio e Collins (1993) formulado no marco da Teoria
do Campo ModiĄcado de Compressão, na qual é introduzido o parâmetro de amolecimento na
compressão Ñσcr , deĄnido como:
Ñσcr =
1
0,85− 0,27 · �1
�c
6 1, 0
onde �c corresponde ao valor de deformação no qual é atingido a resistência máxima à com-
pressão e �1 é a deformação principal à tração. A Figura 3.13 representa graĄcamente o fator
de redução à compressão.
ε1ε0
Figura 3.13: Fator de redução devido à Ąssuração lateral proposto por Vecchio e Collins (1993).
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3.3 Modelo constitutivo do aço
Omodelo constitutivo adotado para as armaduras foi o modelo de von Mises. A superfície
de ruptura (funcional) é deĄnida como:
� (àij) =
︁
�2 − �(�peq) = 0 (3.3.1)
�2 é o segundo invariante do tensor de tensões desviatórias. O parâmetro �(�peq) é a tensão de
cisalhamento máxima, ày a tensão de escoamento e �peq é a deformação plástica equivalente.
O comportamento tensão-deformação descrito por este modelo é na sua forma geral elasto-
plástico com endurecimento linear (Figura 3.14a). A partir desse modelo pode-se adotar um
comportamento elásto-plástico perfeito (Figura 3.14b). Para o caso de tensão uniaxial, utilizado







[(à1 − 0)2 + (0− 0)2 + (0− 0)2] (3.3.2)
portanto a tensão equivalente é igual à tensão máxima principal, àeq = à1
  ε  εp
 σ  σ0  H 1
 1 E
(a)




Figura 3.14: Modelo do aço para armaduras a) modelo elástico-plástico com endurecimento
linear b) modelo elastico-plástico perfeito.
3.3.1 Representação das armaduras
As armaduras representam uma descontinuidade da distribuição de rigidez dentro do
concreto armado. A rigidez total do elemento é deĄnida pela somatória das rigidezes do concreto
(Dc) e da armadura distribuída (Dsi):
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Na análise numérica, baseada no método dos elementos Ąnitos, existem basicamente três
formas para a representação das armaduras: discreta, distribuída e incorporada, ilustradas na
Figura 3.15.
(a) (b) (c)
Figura 3.15: Modelos de representação da armadura em elemento bidimensional a) discreta, b)
distribuída e c) incorporada.
(i) Discreta (discrete reinforcement): nesta técnica as armaduras são modeladas através de
elementos individuais, onde os nós das armaduras estão conectados aos nós do elemento que
representa o concreto. A principal desvantagem deste método é a dependência da malha para
posicionar os elementos da armadura.
(ii) Distribuída (smeared reinforcement): as barras são distribuídas como uma taxa constante
de armadura que pode ser atribuída em uma determinada direção do elemento. Desta forma, as
barras são representadas como uma camada de espessura mecânica equivalente. Esta aborda-
gem é recomendada para a modelagem de estribos em vigas e outros tipos de armaduras com
espaçamentos constantes.
(iii) Incorporada (embedded reinforcement): nesta abordagem, as armaduras são representa-
das através de elementos isolados, mas diferentemente do modelo discreto, as barras podem ser
dispostas dentro da malha dos elementos de concreto de forma arbitrária. Este procedimento
simpliĄca substancialmente a geração das malhas de elementos Ąnitos, na medida em que os
nós dos dois tipos de elementos não necessitam ser coincidentes.
Na implementação deste método, uma rotina de pré-processamento tem que ser execu-
tada para determinar a interseção dos elementos das armadura com o contorno dos elementos
do concreto, para garantir uma continuidade adequada. As deformações nas armaduras são
calculadas através do campo de deslocamentos do elemento de concreto, o que implica numa
aderência perfeita entre o aço e o concreto. Alternativamente, pode ser utilizada essa técnica
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junto com um modelo de aderência (bond-slip) para representar o deslocamento relativo entre
as armaduras e o concreto.
Recentemente, Bitencourt Jr et al. (2018) implementaram uma técnica para a represen-
tação de armaduras discretas em estruturas de concreto armado, a qual pode ser classiĄcada
como uma variação da abordagem de armadura incorporada. Nessa técnica é usado o elemento
Ąnito de acoplamento desenvolvido por Bitencourt Jr et al. (2015) para simular o compor-
tamento de barras no concreto armado. Diferentemente da formulação original da técnica de
armadura incorporada, o uso dos elementos de acoplamento não aumenta os graus de liberdade
no problema global e não precisa de algoritmos para detetar o comprimento de cada elemento
de barra nos elementos de concreto.
Para a representação das armaduras utilizou-se neste trabalho a técnica de elementos
incorporados com a formulação original, conforme é apresentada no programa DIANA. As
barras foram modeladas por meio de elementos Ąnitos lineares incorporadas em elementos
bidimensionais e tridimensionais. Nas modelagens assumiu-se que as barras resistiam apenas
às tensões axiais em sua direção longitudinal.
3.3.2 Modelagem da aderência entre o aço e o concreto
Os modelos de aderência (bond-slip) permitem simular o escorregamento relativo entre as
barras de aço e o concreto. Em geral, a hipótese de aderência perfeita é válida para a simulação
das armaduras, no entanto existem várias aplicações em que é necessária considerar a perda de
aderência entre as barras e o concreto. Neste trabalho, os modelos de bond-slip são utilizados
para modelar a transferência de esforços entre o cabo de protensão não aderido e o concreto.
Os modelos de bond-slip são baseados em formulações que relacionam as tensões de ci-
salhamento e o valor do deslocamento relativo entre o concreto e o aço. Numericamente, o com-
portamento mecânico do escorregamento pode ser simulado através de elementos de interface
de espessura zero. As leis constitutivas da aderência estão baseadas na teoria das deformações
totais, onde as forças por unidade de área da interface (em inglês tractions1) estão em função
do deslocamento relativo. Os elementos de interface correlacionam as forças atuantes com o
deslocamento relativo entre dois elementos. Para duas dimensões, o vetor de forças por unidade
de área t, deĄnido nas direções normal e tangencial (n, t), pode ser expressado como:
1O termo traction refere-se ao vetor de forças por unidade de área que atua em uma superfície. Não deve
ser confundido com o tensor de tensões. Por simplicidade, será usada a palavra tensão para referir-se ao termo
traction.


















No programa utilizado nesta pesquisa, a relação entre as tensões normais da interface e
o deslocamento relativo é assumido como linear elástico.Entretanto a relação entre as tensões
tangenciais e o deslocamento relativo na interface é assumido como uma função não linear �t,
isto é:
�n = �nΔ�n (3.3.6)
�t = �t(Δ�t) (3.3.7)
Para representar o comportamento do cabo de protensão no concreto foi utilizado um
valor alto de rigidez normal (�n = 1000 N/m3). Por outro lado, na literatura, diversos mo-
delos permitem descrever a relação entre as tensões tangenciais (�t) e o deslocamento tangen-
cial relativo Δ�t. No desenvolvimento deste trabalho usou-se o modelo de aderência proposto
Dörr (1980).
3.3.2.1 Modelo de aderência de Dörr (1980)
Para estabelecer a relação entre as tensões de cisalhamento e o deslocamento tangencial
relativo nos cabos de protensão, é utilizado o modelo de função cúbica proposto por Dörr (1980)
(Figura 3.16), predeĄnido no programa DIANA. O modelo descreve uma relação não linear entre
as tensões de cisalhamento (�t) e os deslocamentos relativos entre os elementos (Δ�t) deĄnido




















se 0 6 Δ�t ≤ Δ�0t
1,9� se Δ�t ≥ Δ�0t
(3.3.8)
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tt
Figura 3.16: Modelo de aderência (bond-slip) proposto por Dörr (1980).
onde � representa uma constante e Δ�0t corresponde ao valor de deslocamento relativo no qual
é atingido o valor máximo de tensão de cisalhamento. Para a modelagem da aderência entre o
concreto armado e as armaduras passivas são recomendados os valores de � = �t (resistência à
tração) e Δ�0t = 0,06 mm (DIANA TNO, 2012). Já no caso de cabos de protensão não aderidos,
são recomendados os valores de � = 2 × 10⊗5 MPa e Δ�0t = 100 mm (DIANA TNO, 2012).
Neste trabalho foram utilizados esses valores nos modelos com protensão.
3.4 Técnicas de solução e critérios de convergência numérica
Nesta seção é revisado o procedimento incremental iterativo para análises de estruturas
não lineares. A formulação da análise não linear pelo método dos elementos Ąnitos baseia-se no
seguinte sistema de equações:
[K]{�} = {Fext} − {Fint} (3.4.1)
onde:
[K]é a matriz global de rigidez
{�} é o vetor de deslocamentos incremental
{Fext} é o vetor de forças externas
{Fint} é o vetor de forças internas
Para análises não lineares, a matriz [K] e o vetor {Fint} dependem dos deslocamentos
da estrutura. O equilíbrio pode ser atingido através da aplicação de pequenos incrementos de
força ou deslocamento. A partir do vetor de deslocamentos globais conhecido do incremento �,
o deslocamento incremental é calculado na seguinte forma:
[K]{Δu} = {ΔFext}+ {Fext,n} − {Fint} (3.4.2)
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onde o vetor total da carga externa é decomposto em uma contribuição {Fext,n}, que já está
presente no começo do passo de carga considerado e uma carga incremental {Fext}.
Num procedimento de solução iterativo incremental, uma primeira estimativa para des-
locamentos incrementais é feita através da seguinte expressão:
{Δu1} = [K]⊗1({ΔFext}+ {Fext,n} − {Fint,0}) (3.4.3)
onde:
{Δu1} é a estimativa da primeira iteração para o vetor de deslocamentos incrementais.
{Fint,0} é o vetor de forças internas calculado usando as tensões no começo de passo de carga
ou no Ąnal do passo de carrega prévio.
A partir do vetor {Δu1}, uma primeira estimativa para a deformação incremental
({Δ�1}) pode ser calculada, e as tensões incrementais (Δà1) podem ser avaliadas através de leis
constitutivas. Em uma formulação do método dos elementos Ąnitos, as forças internas depois






[B] é a matriz que relaciona o campo de deformações especiĄcas do elemento com deslocamentos
nodais do elemento.
{Δà0)} é a tensão na conĄguração de convergência prévia.
Em geral, as forças equilibradas {Fint,1} não estão em equilíbrio com as cargas externas
{ΔFext}+ {Fext,n}, sendo necessário um processo iterativo para atingir o equilíbrio.
3.4.1 Métodos iterativos para análise não linear
O método iterativo de Newton-Raphson caracteriza-se pelo cálculo da matriz de rigidez
em cada iteração, como pode ser visto na Figura 3.17, através da mudança de inclinação de cada
uma das retas para atingir convergência. A desvantagem deste método é o custo computacional
para avaliar a matriz de rigidez a cada iteração, sendo algumas vezes desnecessário.










Figura 3.17: Newton-Raphson regular.
Diferentemente do método original, no método de Newton Raphson ModiĄcado, a matriz
de rigidez é calculada apenas uma vez no começo do passo de carga. A Figura 3.18 representa o
método iterativo de Newton-Raphson ModiĄcado. Fazendo uma comparação com a Figura 3.17,
observa-se que a convergência é mais lenta do que no método original. Porém, cada iteração tem
um custo computacional menor, já que só é necessário calcular a matriz de rigidez no começo









Figura 3.18: Newton-Raphson ModiĄcado.
No método Secante, a matriz de rigidez tangente é calculada utilizando a direção secante
entre duas soluções consecutivas prévias, permitindo assim uma atualização da matriz de rigidez
em cada iteração, com menor custo computacional do que o método Newton-Raphson original.
A Figura 3.19 representa graĄcamente a convergência desse método.









Figura 3.19: Secante (Quasi-Newton).
3.4.2 Controle de força versus deslocamento
Nas análises incrementais não lineares, a carga externa (Fext) pode ser aplicada a partir
de incrementos de força ou deslocamento. Matematicamente, ambos os procedimentos são equi-
valentes, mas na prática o controle pelo deslocamento pode ser mais estável do que o controle
por força. Para ilustrar essa ideia, Kim (2014) apresenta como exemplo a curva de carga versus
deslocamento da Figura 3.20. Nessa curva, a carga atinge seu valor máximo no ponto �. Se
o controle de força for utilizado, não é fácil atingir o ponto � porque a estrutura alcança o
equilíbrio no ponto � com a força �B. Porém, no procedimento de controle de deslocamento
seria possível atingir o ponto � através de um aumento gradual de incrementos e encontrando
a força de reação.
Figura 3.20: Curva de carga versus deslocamento. Adaptado de Kim (2014).
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3.4.3 Critérios de convergência
Os critérios de convergência determinam quando o procedimento iterativo atinge o equi-
líbrio e consequentemente o Ąm do processo de iteração. O procedimento iterativo pode ser
Ąnalizado no caso em que seja alcançado o número máximo de iterações ou obviamente, no
caso de divergência. De acordo com Claus (2009), o valor da tolerância da convergência deve
ser selecionado de forma cuidadosa, já que valores muitos grandes podem diminuir a precisão da
solução e levar a resultados pouco conĄáveis. Por outro lado, valores de normas muito restritos
podem aumentar enormemente o tempo de processamento. Os critérios e os valores das normas
escolhidos dependem do tipo de análise e da experiencia do usuário.
Nas modelagens realizadas neste trabalho foram utilizados os seguintes critérios:
(i) Critério de força: deĄne a convergência em função do vetor de cargas desequilibradas, g.
Para deĄnir a convergência, o valor de tolerância, Ý, é calculado a partir da relação da norma










(iii) Critério de energia: está em função das forças internas e dos incrementos de deslocamento.
︁︁︁
︁︁ÓuTi (Fint,i+1 + Fint,i)
ΔuT0 (Fint,1 + Fint,0)
︁︁︁
︁︁ ≤ Ý (3.4.7)
Os valores recomendados no manual no programa DIANA, para as normas de força,
deslocamento e energia são 10⊗2, 10⊗2 e 10⊗4, respectivamente.
3.4.4 Método line-search
O algoritmo de otimização line-search permite encontrar mais rápido a convergência em
cada passo de carga ajustando o valor da predição inicial. O método está baseado no Princípio
de Energia Mínima Potencial e pode ser representado graĄcamente por meio de um campo de
linhas equipotenciais, como se mostra na Figura 3.21. Sendo o equilíbrio (solução Ąnal) o ponto
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de valor de mínima energia potencial, o método line-search consegue encontrar um bom valor
de predição inicial por meio do produto escalar dos vetores de incremento de deslocamento
(Δu) e de forças desequilibradas (g), como se mostra na seguinte expressão:
�(�) = ΔuTg(ui + �Δu) = 0 (3.4.8)
onde o parâmetro c corresponde ao valor pelo qual deve ser multiplicado o vetor de incremento




Figura 3.21: Método de line-search. Adaptado de Rust (2016).
3.5 Pesquisas numéricas
Neste item são apresentados alguns trabalhos sobre simulações numéricas utilizando
elementos Ąnitos, aplicadas ao estudo da punção e da modelagem de estruturas protendidas.
Como será visto, o número de pesquisas sobre punção de lajes protendidas através de análise
numérica é bastante reduzido. A maioria das pesquisas encontradas na literatura limitam o
problema da punção à lajes com armadura passiva e com armadura de cisalhamento.
3.5.1 Pesquisas relacionadas à punção em lajes de concreto armado
As primeiras pesquisas sobre punção através de análise numérica foram baseadas no
uso de elementos bidimensionais axissimétricos. A grande vantagem desse tipo de análise era
a utilização de um menor número de elementos em comparação a uma análise tridimensional,
o que representava menor custo computacional. Dentre esses tipos de modelagens destaca-
se o trabalho realizado por Menétrey (1994). Nessa pesquisa, o autor referido desenvolveu
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um modelo constitutivo para o concreto (Menétrey-William), o qual foi implementado em um
programa de elementos Ąnitos. Apesar dos bons resultados obtidos, Menétrey (1994) concluiu
que as simulações não conseguiam representar o fenômeno da punção suĄcientemente bem nos
casos que não possuíam simetria axial, como por exemplo no uso de armaduras longitudinais
ortogonais. Devido a isso e à evolução das ferramentas computacionais, nas últimas décadas as
pesquisas têm sido desenvolvidas utilizando elementos tridimensionais.
No trabalho desenvolvido por Ožbolt et al. (2000), foi utilizado o programa MASA de-
senvolvido pela Universidade de Stuttgart. O programa era baseado na formulação de Micropla-
nos de Bažant e Prat (1988) e no modelo de Ąssuração distribuída. Nas modelagens, utilizou-se
elementos sólidos de 8 nós, com um reĄnamento da malha na zona junto ao pilar. Devido às
condições de simetria, apenas um quarto da laje foi simulado. As armaduras longitudinais fo-
ram introduzidas como elementos tipo barra, com comportamento elasto-plástico. Baseados na
comparação dos resultados experimentais e numéricos, Ožbolt et al. (2000) concluíram que os
modelos constitutivos adotados puderam prever de forma adequada o comportamento de uma
laje lisa submetida à punção. O modelo conseguiu capturar a formação do cone de punciona-
mento obtido no ensaio experimental (ver Figura 3.22).
(a) Resultado numérico (b) Resultado experimental
Figura 3.22: Comparação do panorama de Ąssuração numérico versus experimental obtido por
Ožbolt et al. (2000).
Utilizando uma metodologia similar, Staller (2001) realizou a modelagem de lajes de
concreto de alta resistência utilizando o programa MARC (versão K7.3.2). Na representação do
concreto foi adotado um modelo de Ąssura distribuída Ąxa e um fator de cisalhamento variável
em função da deformação de Ąssura. A carga de ruptura na análise numérica foi 15% superior
a que se obteve no ensaio. A partir da calibração dos modelos, os pesquisadores mencionados
realizaram estudos paramétricos para estudar a inĆuência de alguns parâmetros na resistência
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à punção. Foi concluído por Ožbolt et al. (2000) e Staller (2001) que a diminuição da altura útil
da laje levou a um decréscimo da capacidade nominal ao cisalhamento. Também observou-se
uma grande inĆuência da energia de fratura do concreto, sendo o aumento desta proporcional
à carga resistida pela laje.
Mais recentemente, destacam-se as análises numéricas desenvolvidas por Afonso (2010).
As modelagens foram realizadas no programa DIANA (versão 9.3) utilizando os modelos de
Ąssuração distribuída Ąxa e multi-Ąxa. As lajes simuladas correspondem às lajes ensaiadas
experimentalmente pelo mesmo autor. Como as lajes eram submetidas a um carregamento ex-
cêntrico, não foi utilizado o recurso de simetria na elaboração da malha de elementos Ąnitos.
Diferentemente dos dois trabalhos citados anteriormente, na discretização das lajes foram utili-
zados elementos hexaédricos de 20 nós. Afonso (2010) concluiu que a reprodução do fenômeno
da punção é fortemente inĆuenciada pelo valor do fator de retenção ao cisalhamento. Ambos
os modelos de Ąssuração conseguiram reproduzir adequadamente as repostas estruturais em
termos de deformação, capacidade de carga, Ąssuração no concreto e deformações na armadura
transversal.
Os trabalhos de Inácio (2010) e Mamede et al. (2012), foram realizados no programa
ATENA (versão 5). Nas modelagens, foram analisadas lajes sem armadura de cisalhamento
utilizando elementos hexaédricos de oito nós. Inicialmente, Inácio (2010) analisou a inĆuência
dos modelos de Ąssuração Ąxa e rotacional, veriĄcando nas análises realizadas que o modelo
Ąxo atingiu valores superiores em comparação com o modelo rotacional, porém em ambos
casos com boas aproximações dos ensaios experimentais. Em relação à modelagem da aderência
entre o concreto e o aço, o autor concluiu que assumir uma aderência perfeita é válido, sendo
desnecessária a utilização de um modelo de bond-slip no caso da armadura passiva. Finalmente,
o autor conclui também que o aumento da energia de fratura levou os modelos a cargas e
deslocamentos maiores. Entre as lajes simuladas numericamente, encontrava-se a laje AR2
ensaiada por Ramos (2003).
No trabalho desenvolvido por Mamede et al. (2012) realizou-se um estudo paramétrico
para avaliar a inĆuência da taxa de armadura, resistência do concreto, espessura da laje e
dimensão do pilar. De forma geral, o estudo permitiu concluir que houve um crescimento das
cargas de ruptura à medida que se aumentaram os valores das variáveis mencionadas. No caso
da taxa de armadura longitudinal, foi encontrado que a carga à punção era proporcional à raiz
cúbica desta ( 3
√
�). Em relação à resistência do concreto, as previsões numéricas de carga última
resultaram em um valor proporcional a ��0,41.
Em outro trabalho (MAMEDE et al., 2014), esses autores utilizaram a mesma metodo-
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logia para a simulação de lajes submetidas à força axial, onde a compressão no plano da laje
era representada como um carregamento externo. Depois da validação dos modelos por meio
da comparação com ensaios experimentais, foi realizado um estudo paramétrico mudando as
propriedades geométricas da laje, a resistência do concreto e a forças axiais aplicada ao modelo.
Mamede et al. (2014) concluíram que a aplicação da compressão levou a uma diminuição da
rotação da laje, e a um aumento da sua rigidez e da sua capacidade de carga.
Para Ąnalizar a revisão sobre a modelagem de lajes de concreto sem protensão, são
destacados os trabalhos realizados pelos autores Shu et al. (2015), Shu et al. (2016), Shu et
al. (2017). As pesquisas mencionadas fazem parte da tese de doutorado desenvolvida por Shu
(2017), na qual o autor propõe uma metodologia para avaliação de lajes de concreto armado.
Nas análises numéricas, Shu (2017) utilizou o programa DIANA (versão 9.4.4) para a reali-
zação de diversos estudos paramétricos. Os modelos constitutivos adotados foram avaliados
através da modelagem de ensaios encontrados na literatura. Algumas das análises realizadas
são apresentadas na Figura 3.23.
Figura 3.23: Panorama de Ąssuração ao longo da espessura da laje representado através das
deformações totais principais, comparação experimental e numérica. Shu et al. (2017).
O autor concluiu que a energia de fratura tem uma grande inĆuência nos modelos
de Ąssuras de Deformações Totais. No caso da abordagem de Ąssura Ąxa, os resultados são
inĆuenciados também pelo fator retenção ao cisalhamento, por isso que autor recomenda o uso
do modelo rotacional. Além disso, Shu (2017) conclui que pode ser assumida uma aderência
perfeita entre a armadura passiva e o concreto. Finalmente, o autor recomenda incluir o efeito
do conĄnamento lateral na resistência à compressão do concreto.
3.5.2 Pesquisas relacionadas à modelagem de estruturas protendidas
Antes de apresentar as pesquisas relacionadas com a modelagem de lajes protendidas, é
realizada primeiro uma revisão sobre a modelagem de cabos de protensão. Vecchio et al. (2006)
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desenvolveu um modelo constitutivo de aderência para representar o atrito entre os cabos
não aderentes e o concreto. O modelo foi incorporado em um algoritmo para análise não linear
baseada em elementos Ąnitos para estudar numericamente o cisalhamento em vigas protendidas.
Nas simulações, os cabos eram modelados através de elementos tipo barra (Figura 3.24a).
Bloco de ancoragem Elemento barra
Bond-link
Elemento plano






Figura 3.24: Modelagem de vigas protendidas realizada por Vecchio et al. (2006).
Os nós dos cabos eram conectados ao concreto através de elementos bond-link equivalen-
tes ao comportamento de duas molas ortogonais (Figura 3.24b). A rigidez na direção tangencial
ao cabo, representava a aderência e as tensões de cisalhamento entre o cabo e o concreto. Na
outra direção utilizou-se um valor de rigidez alto, com o objetivo de restringir os deslocamentos
na direção normal entre o cabo e o concreto. Para modelar as forças de compressão da protensão
nas ancoragens, era utilizado um gradiente de temperatura. O modelo proposto foi calibrado
através da modelagem de algumas vigas do programa experimental de Gauvreau (1992) e Kor-
dina et al. (1986), obtendo bons resultados. Vecchio et al. (2006) concluiriam que a modelagem
das perdas por atrito e o ganho de força nos cabos (devido ao incremento da carga externa)
tiveram grande inĆuência no comportamento das vigas simuladas.
Ellobody e Bailey (2008) estudaram o comportamento de lajes em uma direção com
protensão não aderente através de ensaios experimentais e simulações numéricas. As modelagens
foram realizadas no programa Abaqus. Para a modelagem da aderência entre o cabo e o concreto,
os autores utilizaram elementos de interface disponíveis no programa mencionado. Os resultados
numéricos foram calibrados com os experimentais e posteriormente conduziu-se uma análise
paramétrica mudando as propriedades geométricas da laje, a resistência do concreto e a força
aplicada nos cabos.
Huang et al. (2010) e Kang et al. (2015) também utilizaram o programa Abaqus para
a modelagem de estruturas com protensão, aderente e não aderente, submetidas a carrega-
mento estático e dinâmico. Os autores desenvolveram duas abordagens para a simulação do
Capítulo 3. Modelagem numérica não linear 82
cabo inserido no concreto. Na primeira, eram utilizados elementos de contato, disponíveis no
Abaqus, utilizando um procedimento similar ao proposto por Ellobody e Bailey (2008). Este
método permitia a modelagem da protensão aderente e não aderente, porém tinha alto custo
computacional. Na segunda abordagem, exibida na Figura 3.25, era utilizado um método mais
simpliĄcado. A interação entre o cabo e o concreto era modelada através de elementos de mola,
denominados como springa no programa Abaqus. O elemento mencionado representava o com-
portamento de uma mola axial entre dois nós, permitindo a rotação entre eles. Os elementos de
mola eram conectados a um cabo virtual de baixa rigidez que transmitia as cargas da proten-
são ao concreto. Nas ancoragens eram utilizadas conexões de nó mestre-escravo para simular a
transmissão da força axial da protensão. Essa segunda abordagem somente podia ser aplicada
para a simulação de protensão com cabos não aderentes.
cabo não aderido
cabo virtual elmento springa
Nó mestre-escravo
Figura 3.25: Metodologia para a simulação de viga protendido utilizado o elemento springa do
programa Abaqus. Adaptado de Huang et al. (2010).
As metologias propostas por Huang et al. (2010) e Kang et al. (2015) foram implemen-
tadas na simulação de vários ensaios experimentais, incluindo ligações de laje-pilar, como a
ilustrada na Figura 3.26. Em geral, um bom ajuste foi encontrado entre os resultados experi-
mentais e numéricos.




Simulação numérica de ensaios experimentais
4.1 Considerações gerais
Neste capítulo são apresentadas algumas aplicações de análises numéricas não lineares
em estruturas de concreto armado e protendido, com o objetivo de calibrar os modelos constitu-
tivos apresentados no Capítulo 3. As modelagens realizadas foram desenvolvidas no programa
de elementos Ąnitos DIANA (DIsplacement ANAlyzer) versão 9.4.4, comercializado pela TNO
Building and Construction Research da Holanda.
A Tabela 4.1 apresenta os ensaios experimentais, encontrados na literatura, simulados
nessa pesquisa que permitiram avaliar o comportamento numérico dos modelos constitutivos
adotados. Os ensaios foram escolhidos pela informação detalhada apresentada nas propriedades
físicas dos materiais utilizados e nos resultados obtidos, permitindo assim fazer uma melhor
comparação das cargas, deslocamentos, tensões e deformações. Em alguns casos os ensaios já
tinham sido simulados por outros autores obtendo bons resultados.
A primeira série de modelagens (i) teve como objetivo apresentar a metodologia utilizada
para simular numericamente a protensão com cabos não aderidos. Na segunda série (ii) foram
realizadas as modelagens das lajes de concreto armado que tiveram ruptura por punção. Nessa
série realizou-se também uma análise dos parâmetros relacionados com a malha, os materiais e
os métodos iterativos oferecidos no programa para a resolução das equações de equilíbrio não
lineares. Tendo como base o procedimento adotado nas séries (i) e (ii), foram modeladas as
lajes protendidas com ruptura por punção da série (iii).
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com ruptura por punção
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Melges (2001)
O procedimento utilizado nas modelagens foi dividido em três partes: (a) a criação da
malha para representar a geometria da estrutura, o que inclui a seleção do elemento Ąnito e
a dimensão dos elementos adequado, (b) adoção dos modelos constitutivos dos materiais e (c)
a escolha dos parâmetros de convergência e solução dos sistemas de equações. Nas seguintes
seções serão apresentadas cada uma dessa etapas nos modelos realizados.
4.2 Vigas de concreto protendido com ruptura por Ćexão
4.2.1 Viga S1 (Gauvreau, 1992)
A primeira viga a ser apresentada corresponde à S1, testada por Gauvreau (1992),
mostrada na Figura 4.1. A viga tinha seção I e um vão livre entre apoios de 10 metros. O
esquema de ensaio consistiu na aplicação de uma única carga estática no meio do vão da viga
através de um atuador hidráulico com controle de deslocamento. De acordo com as observações
do ensaio, a viga teve ruptura por Ćexão apresentando várias Ąssuras na região central da viga
junto com o esmagamento da aba superior no ponto de aplicação da carga. Como foi mencionado
no Capítulo 3, a modelagem numérica da viga S1 já foi realizada por Vecchio et al. (2006),
obtendo bons resultados.
Para realizar a protensão da viga foi utilizado um único cabo, não aderente, de 14 Ąos
de 7 mm de diâmetro, o qual foi tensionado por uma única extremidade com uma força de
605 kN. O traçado adotado para o cabo foi parabólico como poder ser visto na Figura 4.1b. A
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armadura longitudinal utilizada na viga é mostrada na Figura 4.1c e as propriedades mecânicas
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Figura 4.1: Propriedades geométricas da viga S1 a) comprimento do vão b)traçado do cabo c)
seção transversal e armadura longitudinal.
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Tabela 4.2: Propriedades mecânicas dos materiais utilizados na viga S1, Gauvreau (1992).











6 28,3 201000 628 657
8 50,3 202000 533 702
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14 154 194000 498 617











14 539 206000 1557 1723
Notação:
As : área das barras
Es : módulo de elasticidade do aço
fsy : tensão de escoamento do aço
fst : tensão de ruptura do aço
Ap : área do cabo de protensão
Ep : módulo de elasticidade do aço de protensão
fpy : tensão de escoamento do aço de protensão
fpt : tensão de ruptura do aço de protensão
fcu : resistência à compressão corpo de prova cú-
bico
fc : resistência à compressão corpo de prova
cilíndrico










A simulação foi realizada assumindo um estado plano de tensões no comportamento
da viga, usando elementos quadriláteros de 8 nós (denominados no programa DIANA como
CQ16M). A malha de elementos Ąnitos utilizada é apresentada na Figura 4.2. Na modelagem
foram incluídas as placas dos apoios, a placa de aplicação de carga e duas placas para simular
as ancoragens do cabo em cada extremidade da viga. Na discretização da malha foi levado em
consideração a mudança de espessura da seção transversal das abas e da alma da viga. Com
o objetivo de representar melhor o comportamento experimental, foram criados elementos de
interfaces (CL12I) entre o concreto e as placas de apoio e aplicação de carga, considerando uma
tensão de tração nula. A discretização das armaduras passivas e ativas foi realizada utilizando
elementos tipo barra, incorporadas na malha de elementos (embedded reinforcement). Porém
no caso da armadura ativa foi utilizada o modelo de aderência (bond-slip) de Dörr (1980) para
modelar o atrito entre o cabo e o concreto.










Armadura incorporada (embedded reinforcement) Cabo (elemento barra com bond-slip)
(b)
Figura 4.2: Malha de elementos Ąnitos utilizada para a viga S1 de Gauvreau (1992) a) Discre-
tização, tipos de elementos e condições de contorno b) Discretização das armaduras passiva e
ativa.
No programa DIANA, os elementos da armadura com formulação bond-slip são conec-
tados através de elementos de interface ao elemento de concreto. Nas modelagens realizadas
neste trabalho, unicamente as tensões normais a longo dos cabos de protensão foram conside-
radas. Para este caso foram criados elementos de interface tipo barra (�����) com três pontos
de integração de Gauss, denominados no programa como CL9TR, a longo do comprimento do
cabo. É importante mencionar que os elementos de interface eram gerados automaticamente no
pré-processamento do programa.
Como já foi mencionado no Capítulo 3, as propriedades mecânicas da interface foram
deĄnidas através do deslocamento relativo e das tensões tangencias (de cisalhamento) ao longo
do elemento. As tensões calculadas são multiplicadas pelo perímetro e integradas sobre o com-
primento do elemento. As forças nos nós da interface (as quais são usadas no equilíbrio total
do modelo) são calculadas a partir da força distribuída ao longo do elemento. Na modelagem
da protensão as propriedades do modelo de bond-slip são deĄnidas para calcular as perdas
pelo atrito entre o cabo e o concreto. Na direção normal um valor alto de rigidez é assumido,
restringindo assim o deslocamento do cabo nessa direção.
O modelo constitutivo do concreto adotado está baseado na revisão apresentada no Ca-
pítulo 3. A partir das recomendações encontradas em Rots et al. (2010), Červenka et al. (2012),
Hendriks et al. (2016) e Shu et al. (2016) foram estabelecidas as propriedades apresentadas na
Tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Propriedades do concreto utilizada na modelagem da viga S1.
Parâmetro Valor adotado Observações
Modulo de elasicidade (�c) 41937,3 MPa
Calculado de acordo com equação
Červenka et al. (2012)1
CoeĄciente de Poisson (Ü) 0,2
Modelo de Fissuração
Modelo de Deformações Totais
de Ąssura Fixas
Curva de amolecimento à tração (�t) Hordrijk (1991)
Resistência à tração 6,2 MPa Determinado experimentalmente
Energia de fratura à tração (�f ) 152 N/m
Calculado de acordo com
CEB-FIP MC2010
Resistência à compressão
(corpo de prova cilíndrico) (�c)





Hendriks et al. (2016)





Redução da resistência à compressão
devido à Ąssuração lateral
Modelo de
Vecchio e Collins (1993)
Aumento da resistência à compressão
devido ao conĄnamento
Modelo de
Selby e Vecchio (1997)










com fc em MPa
Nos elementos próximos à placa de aplicação de carga adotou-se para o concreto um
comportamento elasto-plástico perfeito, com o objetivo de simular o conĄnamento gerado pelos
estribos na aba superior. Dessa forma a viga teve um ganho de ductilidade e foi evitada a
ruptura por esmagamento nos primeiros passos de carga. Por Ąm, o comportamento do aço
das armaduras passivas e ativas foi modelado com o critério de ruptura de von Mises com
endurecimento, calculado através das curvas experimentais dos corpos de prova ensaiados.
Seguindo a recomendação de Vecchio et al. (2006) a análise numérica foi dividida em
duas etapas. Na primeira era aplicada o caso de carga da protensão e na segunda era aplicado a
carga incremental do ensaio. Numericamente, as duas etapas foram simuladas no modelo como
se explica a seguir:
Etapa (i): era aplicada a força efetiva de protensão na extremidade do cabo e da reação
de compressão na ancoragem ativa, representada através de uma carga distribuída calculada.
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Entretanto, na ancoragem passiva era criada uma conexão de nó mestre-escravo entre o nó da
extremidade do cabo e o nó mais próximo à ancoragem que igualava as traslações nos dois nós,
conforme é ilustrado na Figura 4.3a.
Etapa (ii): Na ancoragem ativa eram removidas as cargas da protensão e criava-se
conexões de nó mestre-escravo entre o nó da extremidade do cabo e o nó mais próximo à an-
coragem. Ao mesmo tempo aplicava-se o carregamento externo incremental na placa de carga
(ver Figura 4.3b). Desta forma a modelagem considerava o aumento de força nos cabos de
protensão devido às deformações provocadas pela carga do ensaio. No caso do modelo da viga
S1, foi utilizada uma aplicação de carga por controle de deslocamento com um passo de 2 mm.
(1)
(2)




(1) Força de protensão
(2) Reação na ancoragem
(a)
Etapa (ii): Aplicação da carga de ensaio
Carga (deslocamento incremental)Conexão nó mestre-escravo Conexão nó mestre-escravo
(b)
Figura 4.3: Aplicação de carregamentos e conexões de nó mestre-escravo utilizados nas duas
etapas para a viga S1.
Em relação à técnica de solução e os parâmetros de convergência, utilizou-se o processo
iterativo Quasi-Newton(Secante) com formulação BFGS junto com a técnica line-search. Foram
utilizadas as normas de deslocamento e energia com os valores de 10⊗2 e 10⊗4, respectivamente
e um numero máximo de 400 iterações. A análise numérica era Ąnalizada uma vez que atingido
o número máximo de iterações, nesse ponto eram veriĄcadas as tensões máximas alcançadas
pelos materiais e o panorama de Ąssuração no último passo de carga convergido para identiĄcar
o tipo de ruptura.
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4.2.1.2 Resultados obtidos da análise numérica
Na Figura 4.4 são mostrados os resultados obtidos após a aplicação da protensão na
viga S1. O deslocamento relativo entre o concreto e o cabo de protensão, mostrado na Figura
4.4a, é consequência do modelo de bond-slip utilizado na modelagem. Como esperado, a viga
apresentou uma contraĆecha devido ao efeito da protensão aplicada durante a primeira etapa.
(a) Deslocamento relativo na interface cabo-concreto (mm)
(b) ContraĆecha obtida pela aplicação da protensão, deslocamentos em mm
Figura 4.4: Resultados obtidos após a primeira etapa de carregamento no modelo da viga S1.
O gráĄco da curva de carga versus deslocamento (medido no meio do vão) é mostrado
na Figura 4.5a. Observou-se que a resposta numérica teve um bom ajuste com o resultado
experimental. A carga máxima obtida no ensaio foi de 422 kN, enquanto no modelo foi de
462,24 kN. Por outro lado, a Figura 4.5b mostra o aumento da força do cabo em função do
deslocamento da viga.
Ao comparar os resultados do ensaio e os obtidos numericamente notou-se uma boa
correlação. De acordo com Vecchio et al. (2006) o aumento da força do cabo devido à aplicação
do carregamento externo é um dos efeitos mais importantes a ser levado em consideração na
modelagem de vigas protendidas. O autor referido aĄrma que assumir uma força constante
no cabo durante toda a aplicação do carregamento externo resulta em uma subestimação da
capacidade de carga e em alguns casos pode mudar o modo de ruptura da estrutura analisada.
Além disso, como o ganho de força é inĆuenciada pelo atrito entre o cabo e o concreto, a boa
correlação entre os resultados torna-se uma forma de validação da metodologia desenvolvida
para representar o comportamento não aderente do cabo na análise numérica.
Capítulo 4. Simulação numérica de ensaios experimentais 91










































Figura 4.5: Comparação dos resultados numérico e experimental, curva a) carga versus deslo-
camento (medido no meio do vão) b) Força no cabo versus deslocamento.
A seguir é apresentada na Figura 4.6 a evolução do panorama de Ąssuração obtido na
viga para distintos níveis de carga (P) e deslocamento no meio do vão (Ó). Numericamente, as
Ąssuras no concreto são representadas a partir da deformação volumétrica , �vol, deĄnida como
a somatória das deformações principais (�vol = �1+�2+�3). Fazendo a comparação das Ąssuras
obtidas numericamente com o experimental (Figura 4.7) concluiu-se que o modelo consegue
representar corretamente a ruptura por Ćexão obtida na viga. No último passo convergido,
observa-se o esmagamento ao redor da placa de carga. De acordo com Gauvreau (1992) Ąssu-
ras horizontais foram observadas nessa região da aba superior, junto com o esmagamento do
concreto e Ćambagem das barras.
(a) P=387 kN e δ=50 mm
(b) P=459 kN e δ=116 mm
(c) P=463 kN e δ=228 mm
Figura 4.6: Evolução do panorama de Ąssuração obtido numericamente.
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(a)
(b)
Figura 4.7: Panorama de Ąssuração da viga S1 na ruptura, Gauvreau (1992).
Por Ąm, são apresentadas as tensões principais à3 na Figura 4.8, no último passo de
carga convergido. É observado a formação das bielas de compressão inclinadas no ponto de
aplicação de carga e a concentração de tensões nos elementos mais próximos à placa de carga,
região na qual o concreto atingiu valores acima de 70 MPa.
Figura 4.8: Contorno de tensões principais à3 (MPa).
4.2.2 Viga B8 (Hussien et al., 2012)
No estudo realizado por Hussien et al. (2012), nove vigas de concreto de alta resis-
tência armado e protendido foram ensaiadas experimentalmente. As vigas tinham uma seção
retangular de 160×340 mm2 e um comprimento longitudinal de 4400 mm, como por ser visto
na Figura 4.9. No esquema do ensaio as vigas eram submetidas a duas cargas concentradas
localizadas a um metro de cada apoio por meio de um atuador hidráulico.
Nesta pesquisa foi realizada a modelagem da viga denominada B8, na qual era aplicada
a protensão utilizando um único cabo não aderido de 12 mm de diâmetro e área de 99 mm2. O
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Figura 4.9: Propriedades geométricas e detalhamento da viga B8.
traçado do cabo, era similar ao diagrama de momento Ćetor das cargas aplicadas no esquema de
ensaio (ver Figura 4.9). Durante a protensão foi aplicada uma força efetiva de 104 kN nas duas
extremidades do cabo. As propriedades mecânicas das armaduras passiva e ativa são mostradas
na Tabela 4.4. Como o módulo de elasticidade não foi calculado para nenhum dos tipos de
aços, assumiu-se um valor de 210 GPa. Em relação ao concreto, apenas o valor de resistência à
compressão do corpo de prova cilíndrico, estimado em 72 MPa.
De acordo com as observações do ensaio, a viga B8 teve um carga máxima de 148 kN e
uma ruptura por Ćexão, caracterizada pelo escoamento das armaduras passivas, esmagamento
do concreto e ruptura do cabo de protensão.
Tabela 4.4: Propriedades mecânicas dos materiais utilizados na viga B8, Hussien et al. (2012).
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4.2.2.1 Modelagem numérica
Diferentemente da viga S1, No modelo da B8 apenas foi simulada metade da viga,
como pode ser observado na Figura 4.10. Para garantir o comportamento adequado do modelo,
restringiu-se o deslocamento horizontal dos nós localizados no eixo de simetria, incluindo o nó
do cabo. A discretização do modelo foi realizada utilizando o mesmo tipo de elemento (CQ16M).
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No modelo foram incluídas as placas de apoio, de aplicação de carga e as ancoragens do cabo.
A aplicação da protensão seguiu o mesmo procedimento explicado na seção anterior.
Restricão de deslocamento vertical
Elemento de interface
Elemento de interfacePlaca de carga
Placa de apoio
Ancoragem
Restrição de deslocamento horizontal
Figura 4.10: Propriedades geométricas e detalhamento da viga B8.
Foram levadas em consideração as mesmas recomendações estabelecidas na modelagem
da viga S1 para escolher os parâmetros do modelo constitutivo do concreto. Manteve-se o mesmo
método iterativo, quasi-Newton (Secante)-BFGS, para obter a resposta numérica do modelo.
4.2.2.2 Comparação de resultados
As curvas de cargas versus deslocamento (medido no meio do vão) se encontram repre-
sentadas na Figura 4.11. A curva obtida numericamente apresenta um deslocamento último
maior, porém pode-se aĄrmar que o modelo numérico consegue representar bem o comporta-
mento da viga ensaiada. O valor do carregamento último obtido no modelo foi de 152,94 kN.


















Figura 4.11: Comparação entre as curvas de carga versus deslocamento obtidas numérica e
experimentalmente.
Nas Figuras 4.12 e 4.13 são apresentados os panoramas de Ąssuração obtidos numérica
e experimentalmente. É possível observar uma similaridade na distribuição e orientação das
Capítulo 4. Simulação numérica de ensaios experimentais 95
Ąssuras.
Figura 4.12: Panorama de Ąssuração obtida na análise numérica.
Figura 4.13: Panorama de Ąssuração obtida no ensaio experimental, Hussien et al. (2012).
Para Ąnalizar, são analisadas as tensões principais à3 para identiĄcar os máximos valores
de tensão à compressão na viga. Na Figura 4.14, obtida no último passo de carga convergido,
observa-se que as tensões atingem um valor de 78,69 MPa no banzo superior da viga, o que
concorda com os esmagamento observado no ensaio experimental.
Figura 4.14: Contorno de tensões principais à3 no último passo de carga convergido.
4.3 Lajes de concreto armado com ruptura por punção
4.3.1 Laje AR2 (Ramos, 2003)
No programa experimental proposto por Ramos (2003), foram ensaiadas 15 lajes, todas
com dimensões de 2300×2300 mm2 e uma espessura de 100 mm. Os ensaios tinham como
objetivo estudar os efeitos da compressão no plano e da componente vertical da força de desvio.
A laje denominada AR2, de concreto armado, foi utilizada como laje de referência.
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A carga vertical era aplicada em oito pontos através de um conjunto de vigas de aço
suspensas, tracionadas por meio de dois atuadores hidráulicos utilizando tirantes de alta resis-
tência. A laje estava apoiada em um pilar central, simulado por uma placa de aço com dimensão
transversal de 200×200 mm2, que se apoiava em um bloco de reação, como pode ser visto na
Figura 4.15. A armadura superior era constituída por barras de 10 mm espaçadas a cada 60
mm em cada uma das direções com uma altura útil média de 80 mm. A armadura inferior tinha
barras 6 mm espaçadas aproximadamente a cada 200 mm em cada direção. A laje teve uma






Figura 4.15: Esquema da primeira série ensaiada por Ramos (2003).
Tabela 4.5: Propriedades mecânicas dos materiais utilizados na laje AR2, Ramos(2003).
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4.3.1.1 Modelagem numérica e análise de sensibilidade
Diferentemente da modelagem numérica das vigas apresentadas na seção anterior, a
discretização das lajes foi realizada através de elementos Ąnitos tridimensionais. Seguindo as
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recomendações encontradas na revisão bibliográĄca, só um quarto de laje foi modelado, res-
tringido os deslocamentos horizontais dos nós localizados sobre os eixos de simetria, como é
ilustrado na Figura 4.16. Na malha foi incluída também a placa de aço que simulava o pilar e
as placas de carga do ensaio experimental, porém no modelo numérico o esquema de aplicação
de carga foi invertido: o deslocamento incremental foi imposto sobre o pilar e nas outras placas













Figura 4.16: Malha de elementos Ąnitos típica e condições de contorno utilizada nos modelos
da laje AR2.
Com o objetivo de identiĄcar os fatores que tinham uma maior inĆuência na modelagem
numérica, foram conduzidas diversas análises de sensibilidade divididas nas seguintes etapas:
1. Estudo relacionado com a malha de elementos Ąnitos: teve como objetivo especiĄco deter-
minar o tipo de elemento e a discretização mais adequada a ser utilizada na modelagem.
As diversas conĄgurações das malhas de elementos Ąnitos que foram comparadas são
apresentadas na Tabela 4.8.
O estudo foi subdivido em três partes:
(a) Comparação dos elementos tridimensionais hexaédricos de 8 e 20 nós (Figuras 4.17b
e 4.17c).
(b) Estudo da relação entre a densidade da malha e a precisão da solução numérica
(malhas B à F).
(c) Redução do número de elementos, usando uma malha menos reĄnada fora do perí-
metro crítico de punção (Figura 4.18).
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A 11789 8576 4 25×25×25 HX24L
B 8631 1082 2 50×50×50 CHX60
C 10853 1611 3 50×50×33,3 CHX60
D 45365 8576 4 25×25×25 CHX60
E 54230 14020 5 25×25×20 CHX60
F 133017 28818 6 16,7×16,7×16,7 CHX60
G 19746 3428 4 Variável CHX60
H 23287 4269 5 Variável CHX60















Figura 4.17: Nomenclatura usada na Tabela 4.8
25×25×h














Figura 4.18: Comparação das dimensões e distribuição dos elementos utilizados nas malhas a)
D e E b) G e H. No caso das malhas D e G eram utilizadas quatro camadas de elementos ao
longo da espessura da laje, e para as malhas E e H eram utilizadas 5 camadas de elementos.
2. Estudo relacionado com os parâmetros do concreto: teve como objetivo selecionar os pa-
râmetros, disponibilizados no programa DIANA, que melhor representassem o compor-
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tamento do concreto. O esquema mostrado na Figura 4.19 apresenta as alternativas que
foram testadas nesse estudo:
Parâmetros do Material
Módulo de Elasticidade Energia de Fratura  na Compressão Curva de Amolecimento Modelo de fissuração
Resistência à Tração Comportamento no Cisalhamento Confinamento e Redução da Resistência à Compressão
Energia de Fratura na Tração
28880 MPa20216 MPa37544 MPa





CEB   -      FIP MC 1993
Figura 4.19: Alternativas relacionadas com os parâmetros do concreto utilizadas na laje AR2.
As alternativas ressaltadas correspondem às usadas no modelo inicial.
3. Estudo relacionado com os parâmetros de convergência e técnicas de solução: foi anali-
sada a inĆuência dos métodos iterativos e a tolerância dos critérios de convergência na
resposta numérica do modelo. Nesse estudo foram comparados os modelos apresentados
na Tabela 4.9.
Tabela 4.9: Alternativas relacionadas com os métodos iterativos utilizadas na laje AR2.
Método de
convergência
Critério de tolerância utilizado
Força Deslocamento Energia
Newton-Raphson 10⊗2 10⊗2 10⊗4
Newton-Raphson ModiĄcado 10⊗2 10⊗2 10⊗4
Secante (Quasi-Newton) 10⊗2 10⊗2 10⊗4
Secante (Quasi-Newton) - - 10⊗4
Secante (Quasi-Newton) - - 10⊗3
Secante (Quasi-Newton) - - 10⊗2
Assim, no estudo proposto, o procedimento estabelecido pode ser resumido como é
mostrado na Figura 4.20. Inicialmente adotou-se um modelo constitutivo para o concreto e o
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aço baseado nas recomendações já expostas na modelagem das vigas protendidas (ver Tabela
4.10). Em relação aos parâmetros de convergência, foi utilizado o processo iterativo Quasi-
Newton(Secante) com formulação BFGS junto com a técnica line-search. Foram utilizadas as
normas de deslocamento, energia e força com os valores de 10⊗2, 10⊗4 e 10⊗2, respectivamente
e um numero máximo de 200 iterações. O deslocamento aplicado no pilar tinha um incremento
de 0,2 mm. Do mesmo modo que foram analisadas as vigas protendidas, estabeleceu-se que a
análise numérica era Ąnalizada uma vez era atingido o número máximo de iterações. Tendo
como base, esses parâmetros foi realizado o estudo de comparação das malhas. A avaliação
de cada alternativa realizou-se através do comportamento observado na curva de carga versus
deslocamento (no pilar), o análise das tensões do concreto e o panorama de Ąssuração da laje.
A partir da escolha da malha, foram realizados os estudos subsequentes relacionados com os
parâmetros do concreto e os métodos iterativos.
Modelo calibrado 
1. Estudo de malha de  elementos finitos
2. Estudo relacionado com os parâmetros do concreto
3. Estudo relacionado com os parâmetros de convergência e técnicas de solução 
Parâmetros iniciais dos  materiais e do procedimento de  convergência
 
Escolha da malha de elementos finitos mais adequada
Escolha dos parâmetros  melhor representem o comportamento estrutural obtido no ensaio
Escolha dos parâmetros que permitam obter uma solução confiável 
Figura 4.20: Esquema do estudo realizado na laje AR2.
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Tabela 4.10: Propriedades do concreto assumidas inicialmente para o modelo da laje AR2.
Parâmetro Valor adotado Observações
Modulo de elasicidade (�c) 28800MPa
Calculado de acordo com
CEB-FIP MC(1990)
CoeĄciente de Poisson (Ü) 0,2
Modelo de Fissuração
Modelo de Deformações Totais
de Ąssura Fixas
Curva de amolecimento à tração (�t) Hordrijk (1991)
Resistência à tração 3,0 MPa Determinado experimentalmente
Energia de fratura à tração (�f ) 141 N/m
Calculado de acordo com
CEB-FIP MC2010
Resistência à compressão
(corpo de prova cilíndrico) (�c)





Hendriks et al. (2016)





Redução da resistência à compressão
devido à Ąssuração lateral
Modelo de
Vecchio e Collins (1993)
Aumento da resistência à compressão
devido ao conĄnamento
Modelo de
Selby e Vecchio (1997)
Redução do coeĄciente de Poisson
após Ąssuração
Incluído
4.3.1.2 Resultados da análise de sensibilidade
Resultados relacionados com a discretização da malha
A Figura 4.21 apresenta as curvas de carga versus deslocamento (medido no centro da
laje) obtidas para cada uma das malhas analisadas. Em relação ao tipo de elemento, pode
ser observado que a malha A, constituída por elementos hexaédricos de 8 nós, não conseguiu
representar corretamente o comportamento da laje (Figura 4.21a). Por outro lado, na Figura
4.21b é representado as curvas das malhas B à F. Pode ser observada a convergência da resposta
numérica na medida que se aumenta a discretização da malha. Percebe-se então que quanto
maior o reĄnamento da malha, menor é o incremento de carga máxima atingida.
Nas Figuras 4.21c e 4.21d é mostrada a comparação das malhas D e G (quatro camadas
de elementos ao longo da espessura) com as malhas E e H (cinco camadas de elementos alongo
da espessura), sendo as malhas G e H, aquelas com um menor número de elementos como foi
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mostrado na Figura 4.18. Observa-se que as malhas G e H tiveram um comportamento similar
ao das malhas D e E, o que demostra que a distribuição otimizada de elementos permite reduzir
o tempo de processamento (Tabela 4.11), sem prejudicar a precisão do resultado. Tendo como
base os resultados apresentados, adotou-se a malha H para o estudo dos parâmetros do concreto
e dos métodos de convergência.











































































Figura 4.21: Comportamento das curvas de carga versus deslocamento obtido no estudo das
malhas.
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A 00:22:14 208,98 14,4
B 00:25:47 190,35 13,6
C 01:32:58 214,70 14,4
D 01:32:58 243,45 19,8
E 02:20:00 261,29 22,2
F 26:27:00 268,22 23,6
G 01:05:30 243,62 18,4
H 01:42:36 261,64 22,0
Resultados relacionados com os parâmetros do concreto
Neste estudo, além de analisar as curvas de carga versus deslocamento, foram plotados
também os gráĄcos de carga versus deformação do concreto na região comprimida próxima ao
pilar. As Figuras 4.22a e 4.22b apresentam a comparação entre as curvas obtidas pelo modelo
de Ąssura Ąxa e rotacional. Ambos os modelos têm um comportamento similar até atingir uma
carga de 160 kN, ponto no qual o modelo de Ąssuras rotacionais não consegue mais convergência.
Analisando a Figura 4.22b, observa-se que a curva de carga versus deformação do modelo de
Ąssura Ąxa corresponde ao comportamento experimental esperado de uma laje com ruptura por
punção.
As Figuras 4.22c e 4.22d exibem a comparação dos parâmetros relacionados ao o fator
de retenção ao cisalhamento. De forma geral foi mostrado que assumir um valor constante de
Ñ=0,2 (alto) pode mudar o modo de ruptura da laje, fazendo que aconteça uma ruptura por
Ćexão. Por outro lado, um valor mais baixo (Ñ=0,01) permite ter uma melhor representação do
comportamento obtido no ensaio, porém, apenas atingindo 80% da carga experimental. O fator
de retenção variável, implementado na versão utilizada do programa DIANA como damage
based retention factor, apresentou o melhor desempenho, não só pelo bom resultado mostrado
nos gráĄcos 4.22c e 4.22d, como também pelo panorama de Ąssuração, como será apresentado
na seguinte seção. Assim, a análise dos resultados mostrou que os parâmetros relacionados com
o cisalhamento tiveram uma maior inĆuência no comportamento da laje.
Foi encontrado que os parâmetros inicias assumidos baseados nas recomendações en-
contradas na literatura, conseguiram representar bem o comportamento da laje, incluindo o
modo de ruptura. Esses parâmetros foram mantidos como base para a realização das outras
modelagens executadas neste trabalho.
Capítulo 4. Simulação numérica de ensaios experimentais 104

























































Figura 4.22: Comportamento das curvas de carga versus deslocamento e carga versus deforma-
ção obtido no estudo dos parâmetros do concreto.
Resultados relacionados com os parâmetros de convergência
Por Ąm, foram obtidos os resultados relacionados com os parâmetros de convergência,
onde para entender melhor o desempenho de cada método analisou-se também o número de
iterações requeridas. Na Figura 4.23a pode-se observar que as curvas de carga versus deslo-
camento dos métodos foram bastante similares. A carga atingida pelo método Secante foi de
261,64 kN (mais próximo do valor experimental), enquanto nos métodos de Newton-Raphson e
Newton-Raphson ModiĄcado foram de, respectivamente, 244,82 kN e 234,39 kN. Como pode ser
visto no GráĄco 4.23b, o número de iterações requeridas ao utilizar o método Secante foi maior.
É importante mencionar que para os três métodos, a norma de energia controlou o número
maior de iterações na maioria dos passos de carga.
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Figura 4.23: Comportamento das curvas de carga versus deslocamento e número de iterações
requeridas por passo de carga para cada um dos métodos de solução.
Para entender melhor a inĆuência do valor de tolerância adotado, são apresentadas as
curvas de carga versus deslocamento, para os valores de 10⊗2, 10⊗3 e 10⊗4 utilizados para a
norma de energia junto com o método Secante (ver Figura 4.24a). Pode-se observar que o
valor da tolerância inĆuenciou a resposta numérica. Para o valor de 10⊗2 a curva apresentou
comportamento Ćutuante, porém conseguiu atingir carga e deslocamento similares aos obtidos
para o valor mais restrito de 10⊗4. Contrário ao esperado, o valor de tolerância de 10⊗3 levou
a um valor menor de carga ao do que as outras duas alternativas. Em relação ao número de
iterações requeridas, é importante destacar que o modelo com tolerância de 10⊗4 apresentou
um número pouco maior do que 10⊗3, o que indica que não compensa aumentar a tolerância
para diminuir o custo computacional (ver Figura 4.24b).








































Figura 4.24: Comportamento das curvas de carga versus deslocamento e número de iterações
requeridas por passo de carga para diferentes valores de tolerância da norma de energia.
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Analisando as considerações expostas, estabeleceu-se o uso do método Secante, junto
com os critérios de força, deslocamento e energia com os valores de tolerância recomendados
pelo programa para garantir a convergência nas modelagens.
4.3.1.3 Comparação dos resultados com o ensaio experimental
Nesta seção são comparados os resultados do modelo calibrado com os resultados expe-
rimentais. A Figura 4.25 e apresenta a comparação dos deslocamentos obtidos para os transdu-
tores 1 e 2. É importante lembrar que no esquema do ensaio experimental a carga era aplicada
nas oito placas localizadas perto da borda e o pilar era o único apoio da laje, portanto para
fazer a comparação com os deslocamentos obtidos numericamente, o sistema de referência foi
mudado para coincidir com o esquema do ensaio. De forma geral, observa-se um bom ajuste
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Figura 4.25: Comparação dos deslocamentos obtidos no transdutores 1 e 2, modelo experimental
e numérico.
A seguir são comparadas as deformações em algumas barras da armadura superior, na
direção leste-oeste. Como é visto na Figura 4.26, o modelo conseguiu capturar bem os resultados
experimentais, inclusive o escoamento nos últimos passos de carga.
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Figura 4.26: Comportamento das curvas de carga versus deformação nas barras de aço, modelo
experimental e numérico.
Nas Figuras 4.27 e 4.28 são apresentadas os panoramas de Ąssuração, obtidos experi-
mentalmente, na face superior e na espessura da laje AR2. A Figura 4.29 mostra a evolução da
Ąssuração do concreto no modelo numérico, representada por meio do mapa de contornos da
deformação total volumétrica. Foram escolhidos três níveis de carregamento (0,5�u , 0,75�u e
�u) e o último passo de carga, no qual foi atingido o número máximo de iterações sem conver-
gência. Nas Figuras 4.29a à 4.29c representam o panorama de Ąssuração da superfície da laje
(espelhada nos eixos de simetria). Observa-se o aparecimento das Ąssuras radiais, paralelas às
barras longitudinais de maior altura, e das Ąssuras tangenciais ao redor do pilar. Ao longo da
espessura é veriĄcada a formação do cone de ruptura à punção (Figuras 4.29e à 4.29g), similar
ao obtido no ensaio experimental (Figura 4.28).









































(a) P=0,5Pu (P=130,821 kN) (b) P=0,75Pu (P=196,231 kN)
(c) P=Pu (P=261,642 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=130,821 kN)
(f) P=0,75Pu (P=196,231 kN)
(g) P=Pu (P=261,642 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)
Figura 4.29: Evolução do panorama de Ąssuração na superfície superior e na espessura no modelo da laje AR2.
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4.3.2 Laje M1 (Melges, 2001)
No programa experimental realizado por Melges (2001) foram ensaiadas 6 lajes, das
quais três eram de concreto armado e as três restantes de concreto protendido com cabos não
aderentes. Todas as lajes tinham dimensões de 2500×2500 mm2 e uma espessura de 160 mm.
Nesta seção será apresentada a modelagem da laje M1, de concreto armado e sem armadura de
cisalhamento. As propriedades do concreto e da armadura dessa laje são apresentadas na Tabela
4.12. As barras de 16 mm foram utilizadas na armadura superior espaçadas a cada 100 mm e
uma altura útil média de 12,9 mm. O mesmo espaçamento foi utilizado nas barras de 8 mm
utilizadas na armadura inferior. A força concentrada foi aplicada através de uma chapa de aço
quadrada de 180 mm de lado que simulava um pilar. No esquema do ensaio foram utilizados
dois atuadores hidráulicos (cada um com uma capacidade aproximada de 500 kN) junto com
um sistema de vigas metálicas e tirantes para apoiar a laje, como pode ser visto Figura 4.30.
De acordo com as observações do ensaio a laje M1 teve uma ruptura por punção, com uma
carga de 441,6 kN.
Atuadores hidráulicos
Células de carga
Figura 4.30: Esquema utilizado para o ensaio da laje M1, Melges (2001).




















16 2 590,4 722,1 190209
8 0,496 597,9 711,1 214156
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4.3.2.1 Modelagem numérica
A modelagem numérica foi realizada seguindo as recomendações apresentadas na seção
anterior. Na Figura 4.31 é mostrada a malha de elementos Ąnitos com as condições de contorno
utilizadas. As barras de Ćexão foram modeladas através de elementos tipo armadura incorporada
(embedded reinforcements) levando em conta a diferença de altura das barras nas duas direções
ortogonais. Nessa laje estudada, as barras de maior altura, da armadura superior, localizavam-se










Figura 4.31: Malha de elementos e condições de contorno da laje M1.
4.3.2.2 Comparação de resultados
Similarmente à laje analisada na seção anterior, a comparação entre os resultados nu-
méricos e experimentais é realizada a partir da curva carga versus deslocamento e da curva de
carga versus deformação nas barras da armadura longitudinal. Na Figura 4.32a é comparado
o deslocamento obtido no centro da laje (posição 14, centro da laje). Observa-se uma boa cor-
relação entre as curvas numérica e experimental, sendo a carga última do modelo numérico de
431,98 kN. O bom resultado obtido da modelagem é conĄrmado também através da curva de
carga versus deformação da Figura 4.32b no ponto de medição próximo ao pilar.
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Figura 4.32: Comparação dos resultados numérico e experimental da laje M1, curva a) carga
versus deslocamento no centro da laje b) Carga versus deformação no ponto de monitoramento
E4.
O panorama de Ąssuração é mostrado na Figura 4.33, de forma similar à que foi apre-
sentada na laje AR2. No caso da Ąssuração da superfície da laje (Figuras 4.33a, 4.33b e 4.33c),
pode-se perceber novamente que a orientação das Ąssuras radiais é inĆuenciada pela direção das
barras da armadura superior de maior altura útil. Como é de se esperar essas Ąssuras surgem
do centro do pilar e com o aumento da carga chegam até a borda da laje. O modelo consegue
também capturar as Ąssuras tangenciais na superfície da laje. Nas Figuras 4.33e, 4.33f e 4.33g
é observado a evolução das Ąssuras na espessura da laje. O panorama coincide com a Ąssura-
ção esperada de uma ruptura à punção, sendo observado o surgimento inicialmente de Ąssuras
































(a) P=0,5Pu (P=215,99 kN) (b) P=0,75Pu (P=323,98 kN)
(c) P=Pu (P=431,98 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=215,99 kN)
(f) P=0,75Pu (P=323,98 kN)
(g) P=Pu (P=431,98 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)
Figura 4.33: Evolução do panorama de Ąssuração na superfície superior e na espessura no modelo da laje M1.
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4.4 Lajes de concreto protendido com ruptura por punção
Finalmente é apresentado nesta seção a modelagem de lajes protendidas com ruptura
por punção. Em comparação com as lajes de concreto armado, a modelagem das lajes proten-
didas é mais complexa, não só pelo fato de ter que incluir a armadura de protensão no modelo,
mas também pelo número de ensaios encontrados na literatura ser mais reduzido. Neste tra-
balho foram escolhidos duas lajes dos mesmos pesquisadores apresentados na seção anterior.
O principal critério para a escolha desses ensaios foi a informação detalhada das etapas de
carregamento da lajes e na aplicação da protensão.
4.4.1 Laje AR10 (Ramos, 2003)
A primeira laje protendida a ser modelada corresponde a laje AR10 da segunda série
de ensaios experimentais realizada por Ramos (2003). Nessa série avaliou-se o efeito da força
de desvio provocada pela inclinação dos cabos. O esquema do ensaio foi realizado de tal forma
que se pudesse estudar esse efeito de forma isolada. Para eliminar a força de compressão da
componente horizontal, os cabos eram ancorados em quatro pórticos de reação conforme ao






Célula de cargaAtuador hidraúlico
Célula de carga Atuador hidraúlico
Atuador hidraúlico
Figura 4.34: Esquema de ensaio da laje AR10, Ramos (2003).
Como poder ser visto na Figura 4.35 a laje AR10 tinha as mesmas dimensões da laje de
referência AR2. O sistema de aplicação da carga foi invertido ao utilizado na primeira série, ou
seja, o deslocamento vertical foi impedido nos oito pontos próximos a borda da laje e a carga
foi aplicada no pilar central através de um atuador hidráulico. A armadura passiva corresponde
à mesma a utilizada na laje AR2.
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Figura 4.35: Dimensões (em mm) e aplicação do carregamento na laje AR10, Ramos (2003).
Na laje AR10 foram utilizados oito cabos não aderentes no total (quatro em cada dire-
ção). Os cabos eram de 12,7 mm de diâmetro e tinham um traçado semi-parabólico (ver Figura
4.36). A Tabela 4.13 apresenta as alturas úteis das armaduras e o desvio vertical médio dos
cabos em cada direção. Por outro lado, as propriedades das armaduras, passiva e ativa, e do
concreto são apresentadas na Tabela 4.14.
Para aplicação da força de protensão foram utilizados oito atuadores hidráulicos (um
para cada cabo). Para garantir a mesma força nos cabos, os atuadores hidráulicos se encontra-
vam ligados pelo mesmo circuito. Na execução do ensaio, antes de fazer a protensão dos cabos
aplicou-se uma carga de aproximadamente 50 kN. Essa operação tinha como objetivo evitar
a Ąssuração da face inferior da laje, provocada pela protensão. Em seguida, procedeu-se ao
tensionamento de cada cabo até atingir um valor de aproximadamente 84 kN. Segundo Ramos
(2003) a força dos cabos era mantida constante durante o ensaio por meio de uma unidade de
pressão hidráulica, porém apresentaram-se algumas variações da ordem de 5 kN. A laje teve
uma ruptura por punção atingindo uma carga de 371 kN.
100
150 140 720 280 720 140 150
e
cabo de protensão (12,7mm) 
horizontal parabólico linear parabólico parabólico linear horizontal 
Figura 4.36: Traçado do cabo da laje AR10.
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Tabela 4.13: Altura útil da armadura passiva (ds), desvio vertical do cabo (e) e altura útil meia










ds,E⊗W ds,N⊗S �E⊗W �N⊗S dp,E⊗W dN⊗S
85,9 75,7 40,3 40,7 58,1 72,9










51,8 41,4 3,1 29300
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A modelagem foi realizada levando em conta as considerações apresentadas nas seções
anteriores. Para a discretização da laje foi utilizada a mesma malha da laje AR2 como pode ser
observado na Figura 4.37. A única diferença foi que para este caso foi incluída a armadura de
protensão. A discretização do cabo foi a mesma à utilizada nas vigas protendidas apresentadas
na seção 4.2. Os cabos foram representados como elementos de armadura incorporada junto
com o modelo de aderência (bond-slip) de Dörr (1980).
Para representar o procedimento do ensaio a análise numérica foi dividida em três eta-
pas:
(i) Aplicação do deslocamento incremental da laje até atingir uma reação nos apoios de 50 kN.
Esta etapa tinha como objetivo representar a carga imposta na laje para evitar Ąssuração de-
vido ao efeito da protensão.
(ii) Realização da protensão, aplicando a forca de tração nos cabos. As reações de compressão
não foram incluídas no modelo devido o efeito da compressão ser nulo no ensaio.
(iii) Após aplicar a protensão os cabos eram ancorados restringindo os deslocamentos no nó
externo (ver detalhe na Figura 4.37), garantindo assim que o cabo não Ązesse nenhum tipo de
compressão na laje. Finalmente era realizada a aplicação do deslocamento incremental até o
modelo atingir o número máximo de iterações permitidas.
















Figura 4.37: Malha de elementos Ąnitos e condições de contorno utilizadas no modelo da laje
AR10.
4.4.1.2 Comparação de resultados
A Figura 4.38 apresenta a comparação das curvas de carga versus deslocamento nos
pontos 8 e 9 em relação ao pilar central (ponto 3). Em geral, é observado uma boa correlação
dos resultados experimentais e numéricos. Ao analisar as curvas obtidas no ensaio é observado
que durante a protensão dos cabos apresentou-se um decréscimo do deslocamento vertical da
laje. Esse fenômeno não é capturado porque na simulação foi assumida uma restrição completa
do pilar no deslocamento vertical.
Além disso, é importante mencionar que no modelo numérico a protensão era aplicada
simultaneamente em todos os cabos e o acréscimo de carga provocado pelo tensionamento foi
adicionado à reação total da laje nessa mesma etapa de carregamento. Após aplicar a protensão
a reação do modelo numérico passou de 49,29 kN a 101,39 kN, e é aproximadamente nesse nível
de carga no qual as curvas experimentais e numéricas se encontravam novamente. A partir desse
ponto as curvas apresentam um bom ajuste até atingir a carga máxima do modelo numérico
(327,85 kN). O fato do modelo não ter alcançado a carga de 371 kN do ensaio pode ser justiĄcado
pela diĄculdade de simular a variação das forças nos cabos durante o ensaio. Na modelagem
numérica, por simpliĄcação e pelas condições de apoio adotadas, os cabos tiveram um acréscimo
de carga maior do que no ensaio experimental.




































Figura 4.38: Comparação dos deslocamentos obtidos no transdutores 8 e 9, modelo experimental
e numérico.
Na Figura 4.39 são comparadas as deformações em algumas barras da armadura supe-
rior. Em todos os gráĄcos é observado que após da aplicação da protensão a deformação obtida
numericamente é menor do que a experimental para um mesmo nível de carregamento. Apesar
disso as curvas conseguem representar bem o comportamento geral nas barras, principalmente
nas posições 3 e 4.








































Figura 4.39: Comportamento das curvas de carga versus deformação nas barras de aço, modelo
experimental e numérico.
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Figura 4.39: Comportamento das curvas de carga versus deformação nas barras de aço, modelo
experimental e numérico (continuação).
Por Ąm, é apresentado a evolução do panorama de Ąssuração obtido na laje, representado
através da deformação volumétrica no concreto. É interessante comparar a Ąssuração da laje
AR10 com a obtida na laje de referência AR2, mostrada na Figura 4.29 (página 109). Para
os primeiros níveis de carga é observado uma menor quantidade de Ąssuras o que demostra o
efeito da componente vertical gerada pelo tensionamento aplicado nos cabos. Como aconteceu
na laje de referência, a orientação das primeiras Ąssuras coincide com a direção da armadura
passiva de maior altura útil (sentido este-leste), como pode ser visto na 4.40a. Na espessura
da laje é observada a formação de Ąssuras en torno do pilar. Além das Ąssuras inclinadas por
































(a) P=0,5Pu (P=163,93 kN) (b) P=0,75Pu (P=245,89 kN)
(c) P=Pu (P=327,85 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=163,93 kN)
(f) P=0,75Pu (P=245,89 kN)
(g) P=Pu (P=327,85 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)
Figura 4.40: Evolução do panorama de Ąssuração na superfície superior e na espessura no modelo da laje AR10.
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4.4.2 Laje M4 (Melges, 2001)
Nessa seção é apresentada a modelagem da laje protendida M4 ensaiada por Melges
(2001). A laje tinha as mesmas dimensões da laje de referência M1 e para aplicação do carre-
gamento também foi utilizado o mesmo esquema de ensaio. Como armadura passiva superior
foi adotada uma malha de barras de 12,5 mm a cada 100 mm e uma altura útil meia de 12,8
mm. A armadura passiva inferior corresponde à mesma utilizada na laje de referência (barras
de 8 mm a cada 100 mm). Na armadura de protensão foram usadas 16 cabos não aderentes
tipo CP-190 RB 7, como é ilustrado na Figura 4.41. As propriedades dos materiais utilizados
na laje são apresentadas na Tabela 4.15.
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8 601,8 711,9 206900
As cordoalhas tinham um traçado parabólico como pode ser visto na Figura 4.41. A




















� e � é a posição na qual se deseja saber a excentricidade da cordoalha nos respectivos eixos
ℎx e ℎy são as excentricidades da cordoalha na posição x e y, respectivamente
� é o comprimento total da cordoalha
�x e �y são as excentricidades máximas da cordoalha no meio do vão
O procedimento de carregamento foi dividido em diferentes etapas. Similar ao ensaio da
laje AR10, antes de realizar a protensão na laje M4 foi aplicada uma carga de aproximadamente
80 kN com o objetivo de evitar que o efeito da compressão dos cabos Ąssurasse a face inferior
da laje. Posteriormente os cabos eram tensionados com uma força padrão de 147 kN, porém
eram tensionados novamente devido às perdas nas ancoragens. A força de cada um dos cabos
nessas etapas é apresenta nas Tabelas 4.16 e 4.17. Devido ao traçado parabólico dos cabos, a
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aplicação da protensão provocou um acréscimo da carga aplicada pelos atuadores hidráulicos, já
que funcionavam como apoio intermediário. No Ąnal da fase de protensão, a força total medida
foi de 221,3 kN. A partir desse ponto foi aplicado o carregamento monotônico no centro da laje


















Figura 4.41: Traçado dos cabos utilizados na laje M4 (dimensões em centímetros), Melges
(2001).
Tabela 4.16: Força nas cordoalhas dispostas na direção y, Melges (2001).
Etapa
Força dos cabos na direção y (kN)
1 2 3 4 5 6 7 8
Protensão 92,02 102,62 98,86 98,68 95,53 97,58 85,79 98,24
Após re-protensão 127,64 131,90 131,86 133,92 128,65 132,29 127,48 131,94
Na ruptura 131,25 139,93 140,58 142,32 137,16 141,03 134,88 135,52
Tabela 4.17: Força nas cordoalhas dispostas na direção x, Melges (2001).
Etapa
Força dos cabos na direção x (kN)
1 2 3 4 5 6 7 8
Protensão 97,91 98,06 94,66 94,05 97,09 94,37 121,09 95,24
Após re-protensão 132,38 129,70 131,19 128,48 127,77 129,61 133,20 130,61
Na ruptura 133,63 132,45 136,01 133,10 134,08 137,11 136,25 132,01
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4.4.2.1 Modelagem numérica
A malha de elementos Ąnitos utilizada na análise é mostrada na Figura 4.42. Na discre-











Protensão Após aplicar protensão
Força de protensãoaplicada nos cabos 
Reação de compressãonas ancoragens
Conexão nómestre-escravo 
Figura 4.42: Malha de elementos Ąnitos e condições de contorno da laje M4.
A análise numérica foi divida em etapas com o objetivo de representar o procedimento do
ensaio descrito na seção anterior. Inicialmente foi aplicado o deslocamento incremental no pilar,
até laje atingir uma reação de 80 kN. A partir desse ponto, era aplicada a forca de protensão
efetiva (força após re-protensão mostrada nas Tabelas 4.17 e 4.16) em cada um dos cabos junto
com as reações de compressão nas ancoragens, as quais eram calculadas como la força efetiva
dos cabos dividida pela área da ancoragens. Finalmente, as cargas devido ao efeito da protensão
eram removidas e eram ativadas conexões de nó mestre-escravo entre a extremidade do cabo e
o nó mais próximo da placa de ancoragens.
4.4.2.2 Comparação de resultados
Na Figura 4.43a é comparada a curva de carga versus deslocamento na posição P14
(centro da laje). Em ambas curvas é observado o efeito da componente vertical criada pelos
cabos quando as curvas atingem a carga de 80 kN. A curva experimental apresenta Ćutuações
na etapa de aplicação da protensão. Este fenômeno é explicado pela re-protensão realizada
nos cabos e a possível acomodação dos apoios durante o tensionamento dos mesmos. Já na
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análise numérica, aplicou-se a protensão simultaneamente em todos os cabos e foi assumido
uma restrição completa dos deslocamento verticais no pilar. O efeito da componente vertical
dos cabos fez com que a de carga do modelo fosse de 80 kN a 166,55 kN. De forma geral
observa-se que a resposta numérica segue a tendência da curva do ensaio chegando, a uma
carga e deslocamentos Ąnais próximos aos obtidos por Melges (2001).
São comparadas também as curvas de carga versus deformação para as posições E2 e
E6 das barras da armadura a Ćexão superior. No ensaio, dois extensômetros na parte superior
e inferior foram colados nas barras. Na Figura 4.43b é possível observar como a curva obtida
numericamente representa bem o comportamento das barras. No caso da posição 6, pode ser
visto que as leituras dos dois extensômetros apresentam uma maior do que na posição 2. Após
aplicar a protensão a curva obtida numericamente parece representar a média entre das duas
leituras. A partir de 600 kN a curva se ajusta melhor aos valores do extensômetro superior.

































































Figura 4.43: Comparação da curva de carga versus deslocamento e carga versus deformação do
aço nos pontos de monitoramento E2 e E6.
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Na Tabela 4.18 são comparadas a força em cada cabo no momento da ruptura da laje
para cada uma das direções. A resposta numérica teve uma excelente predição do valor de força
Ąnal, validando assim o modelo constitutivo usado para simular o comportamento dos cabos
não aderentes.
Tabela 4.18: Comparação da força do cabo no momento na ruptura na direção y e x.
Força no cabo na ruptura na direção y (kN)
Cabo 5 6 7 8
Numérico 136,39 138,54 134,85 136,47
Experimental 137,16 141,03 134,88 135,52
FF EM/FEXP 0,99 0,98 1,00 1,01
Força no cabo na ruptura na direção x (kN)
Cabo 8 7 6 5
Numérico 136,47 136,53 141,29 137,98
Experimental 135,52 134,10 140,08 137,89
FF EM/FEXP 1,01 1,02 1,01 1,00
Igual como foi apresentado para as outras análises, na Figura 4.44 é mostrado o pa-
norama de Ąssuração obtido no concreto, representado através da deformação volumétrica.
Comparando o panorama de Ąssuração da laje de referência M1 (mostrado na Figura 4.33, na
página 113) é evidenciado o efeito da protensão no controle da Ąssuração. Para um carrega-
mento de 380 kN a Ąssuração da laje M4 é praticamente nula (Figuras 4.44a e 4.44e). Com
a evolução da Ąssuração na superfície da laje é observado que orientação das Ąssuras radiais
continua sendo igual à direção das barras de maior altura da armadura superior. Similar ao
acontecido na laje AR10, apresentada na seção anterior, no momento da ruptura da laje são
observadas, na espessura da laje, Ąssuras inclinadas em torno do pilar e também no ponto onde































(a) P=0,5Pu (P=380,6 kN) (b) P=0,75Pu (P=570,9 kN)
(c) P=Pu (P=761,20 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=380,6 kN)
(f) P=0,75Pu (P=570,9 kN)
(g) P=Pu (P=761,20 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)





Neste capítulo apresenta-se o estudo paramétrico realizado através de análises numéricas
em modelos de lajes protendidas com cabos não aderentes. O objetivo deste estudo foi avaliar
a inĆuência da protensão na resistência à punção. As variáveis analisadas foram a resistência
à compressão do concreto, o traçado dos cabos e a distribuição deles em planta. A geometria
escolhida foi mantida constante em todos os modelos, como também a taxa de armadura longi-
tudinal. Serão apresentados detalhadamente a geometria e discretização das lajes, assim como
as propriedades dos modelos constitutivos utilizados nas modelagens.
5.2 Geometria dos modelos
As dimensões dos modelos foram adotadas com o objetivo de representar a região de
momentos negativos ao redor de um pilar interno, como pode ser visto na Figura 5.1. A escolha
das dimensões e da taxa da armadura longitudinal foi baseada nas pesquisas experimentais
apresentadas na revisão bibliográĄca, com o intuito de garantir que a ruptura fosse por punção.
Desse modo, todas as lajes foram simuladas através de painéis quadrados de 3,0 × 3,0 m2, o que
corresponde a uma laje com vãos sucessivos de aproximadamente 7 metros (� ≈ 0,22�, sendo �
igual a 1,5 m de acordo com a Figura 5.1a). Para espessura (h), foi adotado um valor de 200
mm, que equivale a uma relação de ℎ = l/35. O pilar foi simulado usando uma placa de aço de
seção quadrada de 240 × 240 mm2.
As Figura 5.1 mostram a geometria e dimensões das lajes modeladas numericamente no
estudo paramétrico:




Figura 5.1: Idealização da região de momentos negativos para uma laje lisa e dimensões da laje
modelada.
5.3 Descrição da análise paramétrica proposta
Foram realizados 48 modelos numéricos divididos em quatro séries:
• Série A: 3 lajes de referência sem protensão
• Série B: 15 lajes protendidas com cabos retos sem excentricidade
• Série C: 15 lajes protendidas com cabos retos com excentricidade
• Série D: 15 lajes protendidas com cabos com traçado parabólico
As três lajes da série A correspondem às resistências de compressão do concreto (25 MPa,
35 MPa e 50 MPa) analisadas no estudo paramétrico. Para as demais séries (B, C, D) foram
usadas essas mesmas resistências à compressão em 5 conĄgurações de distribuição dos cabos
em planta diferentes (ver Figura 5.2), obtendo assim 15 lajes em cada série. Para identiĄcar
os modelos, foi deĄnida a seguinte nomenclatura: série-conĄguração-�ck. Desse modo, o modelo
C-3-25, por exemplo, corresponde à laje da série C (cabos retos com excentricidade), com
resistência do concreto de 25 MPa e com a conĄguração 3 (6 cabos a cada 200 mm nas duas
direções como é ilustrado Figura 5.2c).
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(1 M
Pa)















































Figura 5.2: ConĄgurações da distribuição em planta dos cabos e tensões de compressão aplicadas
nas séries B, C e D.
5.4 Discretização dos modelos
Seguindo o mesmo procedimento utilizado nos modelos das lajes simuladas no Capí-
tulo 4, a geometria da laje proposta foi discretizada usando elementos hexaédricos (bricks)
isoparamétricos de 20 nós (denominados CHX60 no programa DIANA). Da mesma forma que
nos modelos calibrados, somente um quarto da laje foi simulada, impedindo também os deslo-
camentos perpendiculares nos eixos de simetria. No modelo numérico também foram incluídas
as placas para aplicação de carga e de apoio. Entre a laje e as placas foram utilizados elementos
de interface, para representar a tração nula entre os dois materiais. Nas lajes protendidas foram
discretizadas as placas de ancoragem dos cabos de protensão. A Figura 5.3 mostra um exemplo
da malha de elementos Ąnitos utilizada com as condições de contorno.
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Nós ‘master-slave’ do cabo e das placas de ancoragem
Placas de  ancoragem 
Deslocamento horizontal (direção x)restringido
z y
x
Deslocamento horizontal (direção y)restringido
Placas de apoio com deslocamento vertical (direção z)restringido
Elemento de interfaceentre o pilar e a laje
Elemento de interfaceentre as placas de apoio e a laje
Figura 5.3: Localização dos pontos de monitoramento no concreto, na armadura passiva e ativa.
5.5 Modelagem dos materiais e disposição das armaduras
5.5.1 Concreto
Como já foi mencionado, a inĆuência da resistência à compressão do concreto foi estu-
dada utilizando três valores diferentes (25 MPa, 35 MPa e 50 MPa) em cada uma das séries
propostas. O valor do módulo de elasticidade foi calculado por meio da seguinte expressão su-
gerida por Červenka et al. (2012) para a análise não linear do concreto em função da resistência








com �c em MPa (5.5.1)




c com �c ≤ 50 MPa (5.5.2)
Os demais parâmetros utilizados nas modelagens foram os mesmos explicados no Capítulo 4:
usou-se o modelo de Ąssura distribuída utilizando a formulação de Ąssura Fixa, o amolecimento
à tração do concreto foi levado em consideração utilizando o modelo de Hordijk (1991). O valor
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de energia de fratura a tração estimou-se por meio da equação do Ąb Model Code 2010. No com-
portamento à compressão foi usado o modelo parabólico junto com o modelo de conĄnamento
proposto por Selby e Vecchio (1997) e o modelo de redução de resistência devido à Ąssuração
lateral de Vecchio e Collins (1993). Para representar o comportamento ao cisalhamento, foi
usado um fator de retenção variável. A tabela 5.1 apresenta as características utilizadas nas
análises numéricas realizadas para cada resistência do concreto.
















25 2,56 30067 0,130 32,57
35 3,20 34405 0,138 34,61
50 4,07 39025 0,148 36,90
5.5.2 Armadura passiva
A taxa da armadura longitudinal foi mantida constante em todas as lajes modeladas.
A representação das barras utilizadas está ilustrada na Figura 5.4. Na face superior da laje
utilizou-se barras de diâmetro 16 mm a cada 100 mm com uma altura útil média de 169 mm,
o que corresponde a una taxa de aproximadamente 1% para a geometria adotada. Esse valor
foi adotado levando em consideração os valores de taxa utilizados nas pesquisas experimentais
apresentadas no banco de dados realizado na revisão bibliográĄca. No caso da armadura inferior,
foram usadas barras de 8 mm a cada 150 mm e cobrimento de 20 mm. Na conĄguração 5 foi
necessária a disposição de uma armadura de fretagem na direção �, como é ilustrado na Figura
5.5, com objetivo de evitar a perda de convergência do modelo devido às altas tensões de
compressão do concreto próximo às placas de ancoragem.
Na discretização da armadura foram utilizados elementos tipo barra usando a formula-
ção de elementos incorporados (embedded reinformecent), assumindo aderência perfeita entre as
barras e o concreto. O comportamento do aço foi simulado usando um modelo elasto-plástico.
As barras localizadas sobre os eixos de simetria foram modeladas com apenas a metade da
área correspondente. Adotou-se tensão de escoamento �y de 580 MPa e módulo de elastici-
dade 210 GPa para todas as barras, os quais são valores usuais para aços usados nos ensaios
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experimentais consultados na revisão bibliográĄca. Como será observado na apresentação dos
resultados, nenhuma das barras atingiu o limite de escoamento.


























































































Figura 5.4: Detalhamento das armaduras longitudinais da laje proposta.












































(a) Armadura de fretagem












































(b) Armduras longitudinais e de fretagem em corte
Figura 5.5: Detalhamento das armaduras de fretagem utilizada na conĄguração 5 e corte da
laje.
5.5.3 Armadura ativa
Com o objetivo de estudar o efeito da distribuição em planta e traçado dos cabos foram
propostas cinco conĄgurações, que foram implementadas nas séries B, C e D. As conĄgurações
modeladas, levando em consideração as condições de simetria, são ilustradas na Figura 5.6.





















































14 cabos  c/ 40mm
(e) ConĄguração 5
Figura 5.6: Distribuição dos cabos em planta e tensões de compressão aplicadas, em um quarto
de laje, para cada uma das conĄgurações modeladas.
Na primeira conĄguração (Figura 5.6a), seis cabos foram uniformemente distribuídos
em cada uma das direções ortogonais da laje, gerando uma tensão média de compressão (àp) de
1 MPa. Na segunda conĄguração (Figura 5.6b), foram acrescentados quatro cabos em cada uma
das direções, gerando uma tensão média de compressão na laje de 1,67 MPa. Na terceira e na
quarta conĄguração (Figuras 5.6c e 5.6d), o número de cabos foi igual ao adotado no primeiro
e segundo caso, respectivamente, porém aumentou-se a distância de separação entre os cabos
com o objetivo de estudar a inĆuência da distribuição no comportamento da laje. Por Ąm na
conĄguração 5 (Figura 5.6e), usou-se uma distribuição de cabos diferente em cada direção. Na
direção y havia 14 cabos a cada 40 mm, enquanto na direção x havia 6 cabos a cada 500 mm.
Dessa forma, a tensão de compressão para a quinta conĄguração foi de 2,33 MPa e 1,0 MPa,
nas direções y e x, respectivamente, sendo a tensão média de 1,67 MPa. A tabela 5.2 apresenta
o resumo das tensões aplicadas pelos cabos nas lajes para cada conĄguração.
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1 1 1 1
2 1,67 1,67 1,67
3 1 1 1
4 1,67 1,67 1,67
5 1 2,33 1,67
Como mencionado anteriormente, nas séries B e C os cabos tinham um traçado reto, com
a diferença que na série C, os cabos tinham excentricidade de 35 mm em relação ao centroide
da laje. Com o intuito de estudar o efeito da componente vertical criada pela protensão, na
série D foi adotado um traçado parabólico nos cabos. O traçado geral dos cabos para cada uma













Figura 5.7: Traçado dos cabos de protensão para cada uma das séries.
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Todos os cabos foram modelados com diâmetro de 12,85 mm e área nominal de 99 mm2.
Adotou-se módulo de elasticidade de 210 GPa e tensão de escoamento de 1674 MPa. Esses valo-
res estão baseados nas propriedades mecânicas de cordoalhas engraxadas utilizadas na constru-
ção civil. Em todos os cabos foi aplicada uma força efetiva de 100 kN. Para a discretização dos
cabos foram utilizado elementos tipo barra com a formulação de armadura incorporada junto
com o modelo de aderência (bond-slip) de Dörr (1980), para representar o comportamento do
cabo não aderente com o concreto.
5.6 Pontos de monitoramento
Com o propósito de avaliar o efeito da protensão nas lajes estudadas, foram escolhi-
dos vários pontos para medir os deslocamentos verticais da laje, a deformação do concreto
à compressão, a tensão na armadura e a força dos cabos. A Figura 5.8 mostra os pontos de
monitoramento escolhidos na face inferior da laje para medir a deformação à compressão do
concreto e os pontos escolhidos para medir a tensão nas barras com maior altura útil. Nessa
mesma Ągura, são mostrados também os pontos onde foi medida a tensão nos cabos de pro-
tensão para cada uma das conĄgurações. A Figura 5.9 mostra os pontos de monitoramento do




Armadura passivaConcreto Armadura ativa
Figura 5.8: Localização dos pontos de monitoramento no concreto, na armadura passiva e ativa.






Figura 5.9: Localização dos pontos de medição de deslocamento na superfície superior da laje.
5.7 Aplicação de carregamentos e condições de apoio
Similar aos ensaios apresentados no Capítulo 4, a execução das modelagens numéricas
foi dividida em várias etapas. Na primeira aplicou-se a protensão e o deslocamento do pilar era
restringindo, como é observado na Figura 5.10a. Na segunda etapa foi aplicado o deslocamento
incremental no centro da seção transversal da laje e eram ativadas a conexão de nós mestres e
escravos entre as extremidades dos cabos e a placas de ancoragem. Nessa etapa eram ativadas
também a restrições de deslocamento vertical das placas de apoio (Figura 5.10b).
Em relação aos parâmetros de convergência, foi utilizado o processo iterativo Quasi-
Newton (Secante) com formulação BFGS junto com a técnica line-search. Foram utilizados os
critérios de convergência em termos de deslocamento, energia e força com os valores de 10⊗2,
10⊗4 e 10⊗2, respectivamente, e um número máximo de 400 iterações. O deslocamento aplicado
no pilar tinha um incremento de 0,2 mm. A ŞrupturaŤ da laje foi estabelecida no passo no qual
o número máximo de iterações era atingido.
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Força de protensãoaplicada nos cabos 
Força de compressãonas ancoragens
Placas de apoio com deslocamento vertical (direção z)livre
z y
x
Pilar com deslocamento vertical (direção z) restringido
(a) Etapa 1
Deslocamento incremental 
Ativação dos nós ‘master-slave’ 
Ativação dos nós ‘master-slave’ 




Figura 5.10: Carregamento e condições de contorno aplicadas em cada uma das etapas da
análise numérica.
Capítulo 5. Análise paramétrica 138
5.8 Apresentação e análise de resultados
Neste item são apresentados os resultados obtidos nos pontos de monitoramento. Em
primeiro lugar serão mostrados os resultados das lajes de referência (sem protensão), fazendo
uma análise das cargas últimas, deformações e tensões máximas no concreto e aço. Posterior-
mente, serão comparados os resultados de todas as séries com o objetivo de avaliar a inĆuência
da protensão na resistência à punção. Também são comparados os panoramas de Ąssuração ob-
tidos numericamente com as observações encontradas nos ensaios experimentais consultados na
revisão bibliográĄca. Finalmente, será realizada uma comparação entre os valores obtidos nas
análises numéricas com os previstos pelas normas ACI-318-14, EC 2(2004), NBR-6118:2014,
Ąb Model Code 2010 e a Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento (CSCT).
5.8.1 Resultados obtidos nas lajes sem protensão
Com objetivo de analisar o efeito das variáveis estudadas nos modelos, foram traçadas as
curvas de carga versus deslocamento, carga versus deformação no concreto e carga versus tensão
no aço. Os resultados da série A permitem evidenciar a inĆuência da resistência do concreto no
comportamento das lajes simuladas numericamente. Nas curvas de carga versus deslocamento
(Figura 5.11), esse comportamento é veriĄcado através do aumento da carga atingida, como







Figura 5.11: Curva carga versus deslocamento e valores de carga última obtidos na série A.
A Figura 5.12 apresenta os gráĄcos de carga versus deformação do concreto na face
inferior próximo ao pilar nas direções y e x, junto com os respectivos valores máximos tabela-
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dos. Observa-se que as deformações máximas do concreto obtidas nas análises numéricas são
similares para as três resistências de concreto estudadas. O comportamento descrito nas curvas
de carga versus deformação é similar ao observado em lajes ensaiadas experimentalmente com
ruptura à punção. Nas duas direções, veriĄca-se que depois de atingir certo valor de carga,
aproximadamente 90% da carga última, a deformação de compressão obtida no ponto de moni-
toramento perto do pilar diminui. Como foi explicado no item 2.2, esse fenômeno é justiĄcado






















Figura 5.12: Curva de carga versus deformação do concreto e valores máximos de deformação
na face comprimida.
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Em relação às curvas de carga versus tensão do aço, é constado um aumento das tensões
máximas obtidas nas barras na medida que a resistência à compressão do concreto aumenta,
porém em nenhuma das direções foi atingido o limite de escoamento do aço (580 MPa) como























Figura 5.13: Curva de carga versus tensão do aço da armadura passiva superior e valores
máximos.
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5.8.2 Resultados obtidos nas lajes com protensão
Seguindo o mesmo procedimento mostrado no item anterior, foram obtidas as curvas
de carga versus deslocamento, carga versus deformação e carga versus tensão para as outras
séries. Adicionalmente, realizou-se uma curva de carga versus força no cabo, com o objetivo de
veriĄcar o aumento da força de protensão devido à aplicação do carregamento externo. Todos
os gráĄcos são mostrados no Apêndice B.
A seguir são mostrados alguns resultados obtidos que representam a inĆuência da pro-
tensão no comportamento das lajes. Em primeiro lugar, destacam-se os resultados das lajes
com tensões de compressão equivalentes, mas com distribuição em planta dos cabos diferente.
Na Figura 5.14 são apresentadas as curvas de carga versus deslocamento das conĄgurações 1 e















Figura 5.14: Curvas cargas versus deslocamento da conĄguração 1 e 3, para concreto de 35 MPa
em cada uma das séries e comparação com a laje de referência.
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Na Figura 5.14 veriĄca-se o aumento de carga obtido nas lajes protendidas em relação
à laje de referência A-35. Pode ser visto também que o comportamento entre a conĄguração 1
e 3 é bastante similar, o que indicaria que o afastamento dos cabos adotado na conĄguração 3
teve pouca inĆuência no comportamento da laje. Essa mesma observação foi encontrada entre
os modelos das conĄgurações 2, 4 e 5, onde foi aplicada uma tensão média de compressão de
1,67 MPa.
Em relação à deformação do concreto, em todos os modelos observou-se o mesmo com-
portamento descrito nas lajes de referência: o valor da deformação no ponto de monitoramento
diminui depois de atingir aproximadamente 90% da carga última. Também é importante desta-
car que os valores (absolutos) de deformação máxima do concreto na direção y foram maiores
que os obtidos na série A, o que conĄrma o efeito da protensão.
No caso da direção x, observou-se a mesma tendência obtida na direção y, com exceção
da conĄguração 5, onde foram registradas deformações menores às obtidas na série A. Como
exemplo, na Figura 5.15 mostram-se as curvas de carga versus deformação do concreto para as
duas direções do modelo B-5-50. Na direção y é observado que o modelo atinge uma deforma-
ção de -1,206‰, enquanto que na direção x, foi de -0,326‰(menor do que obtido na laje de
referência). Na Figura 5.15b observa-se que no modelo B-5-50 a deformação começa a diminuir
quando é atingida uma carga de aproximadamente 800 kN, entretanto na outra direção (Figura
5.15a) não foi vista nenhum tipo de diminuição da deformação. Esse comportamento é justiĄ-
cado pela aplicação de tensões de compressão diferente em cada umas das direções (àp = 1 MPa
e 2,33 MPa, nas direções x e y, respectivamente).
Série B
Config. 5












































Figura 5.15: Curvas de carga versus deformação do concreto do modelo B-5-50.
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Por outro lado, o efeito da protensão foi conĄrmado também nas tensões máximas
atingidas nas armaduras passivas das lajes que tinham protensão. A Figura 5.16 apresenta as
curvas de carga versus tensão do aço, nos pontos de monitoramento das barras da armadura
superior, dos modelos C-2-25, C-2-35 e C-2-50. Observa-se que as tensões máximas atingidas
são menores às obtidas na série A. Da mesma forma que foi visto na série de referência, observa-
se que na medida que aumenta a resistência do concreto, aumenta também a tensão máxima
atingida na armadura.






Tensão máx. série A
(b) Direção x
Figura 5.16: Curvas de carga versus tensão do aço na armadura passiva para a conĄguração 2
da série C, para as três resistências do concreto estudadas.
Para analisar a mudança das forças nos cabos de protensão são apresentadas, como
exemplo, as curvas de carga versus força dos modelos D-2-50 e D-5-50 nas direções x e y. Na
Figura 5.17a pode ser observado que a variação da força nos cabos nas duas direções foi similar
para o modelo D-2-50. No modelo D-5-50 (5.17b) o aumento de força dos cabos também foi
similar, apesar do número e distribuição dos cabos serem diferentes em cada direção. Em ambos
os gráĄcos é observado que a força inicial de 100 kN teve uma leve perda nos primeiros níveis
de carregamento devido ao atrito, simulado através do modelo de aderência entre os cabos e
o concreto. Nos seguintes passos, de carga observou-se um aumento da força nos cabos devido
à aplicação do carregamento. No caso do modelo D-2-50, foi atingida uma força máxima de
109,95 kN na direção y, o que representaria um aumento da tensão de compressão de 1,67 MPa
a 1,83 MPa na laje.













Figura 5.17: Curvas de carga versus forças nos cabos de protensão dos modelos a) D-2-50 e b)
D-5-50 nas duas direções.
5.8.3 InĆuência da protensão na resistência à punção
Este item apresenta a comparação dos resultados obtidos em todas as séries, com o
objetivo principal de veriĄcar a inĆuência da protensão na resistência à punção. No caso das lajes
protendidas, é analisada também a inĆuência que teve o traçado do cabo no comportamento
numérico das lajes. Inicialmente serão apresentados os resultados de carga máxima de cada
série, visando comprovar o aumento de carga em relação à série de referência. Posteriormente,
serão analisados os valores máximos de deformação do concreto, tensão nas barras e força nos
cabos de protensão para cada conĄguração, com o intuito de avaliar o efeito da protensão em
cada uns desses parâmetros.
Na Tabela 5.3 são apresentados os valores de carga última obtidos numericamente em
cada uma das lajes. Os resultados foram agrupados segundo a série e a tensão de compressão
média aplicada na laje. Além disso, foi calculada a relação entre o valor de carga da laje







A partir dos resultados apresentados na tabela, é evidenciada a contribuição da protensão no
aumento das cargas últimas. No caso da série B, para as conĄgurações 1 e 3, esse aumento foi
de aproximadamente 15% e 21%. Nas conĄgurações 2, 4 e 5, o acréscimo foi entre 23% e 35%.
É importante salientar que as conĄgurações com tensões de compressão equivalentes tiveram
um acréscimo similar. Na série C veriĄcou-se uma maior contribuição na conĄguração 2, na
qual para as três resistências de concreto estudadas, essa relação teve um acréscimo entre 35%
e 38%. Finalmente, na série D, observou-se que o aumento causado pela protensão foi entre
24% e 40%. Da mesma forma que aconteceu com as séries B e C, as maiores percentagens de
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aumento de carga foram obtidas na conĄguração 2.

































































A seguir são comparados os valores de carga, deformação do concreto, tensão na ar-
madura e força nos cabos em todas as lajes segundo o tipo de conĄguração e a resistência de
concreto, para todas as séries. Tendo como base a Figura 5.18, veriĄca-se que a série D apre-
sentou as maiores cargas para as conĄgurações 1, 2 e 3. No caso das conĄgurações 4 e 5, a
carga última atingida entre a série C e D foi similar, como pode ser visto nas Figuras 5.18d e
5.18e. De forma geral a série B apresentou um menor acréscimo de carga em relação às cargas
atingidas pela série A. Esse comportamento é justiĄcado pelo traçado reto sem excentricidade
dos cabos, que não gera momentos de descompressão nem forças verticais na laje.
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(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Figura 5.18: Comparação de cargas últimas para cada conĄguração.
Em relação à deformação do concreto, na direção y, veriĄca-se que na maioria dos
gráĄcos as maiores deformações foram atingidas pela série B (ver Figura 5.19), particularmente
nos modelos da conĄguração 5. É importante salientar também que não foi observado nenhum
tipo de relação entre a resistência à compressão do concreto e o valor de deformação máxima
atingida. Inclusive, para algumas conĄgurações os valores de deformação foram próximos para
as três resistências de concreto.
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(f) Ponto de monitoramento
Figura 5.19: Comparação das deformações máximas obtidas no concreto para cada conĄguração
na direção y.
Fazendo a mesma análise para as deformações do concreto na direção x, é veriĄcado um
comportamento similar ao descrito na direção y (ver gráĄcos na Figura 5.20), porém destaca-se
o gráĄco 5.20e, onde observou-se uma menor deformação na conĄguração 5 em relação aos
valores obtidos na série de referência.
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(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Pilar 180mm
Concreto
(f) Ponto de monitoramento
Figura 5.20: Comparação das deformações máximas obtidas no concreto para cada conĄguração
na direção x.
As Figuras 5.21 e 5.22 apresentam os valores máximos de tensão nas barras da armadura
passiva nas direções y e x, respectivamente. De forma geral, observa-se que a série C apresentou
as menores tensões nas barras monitoradas, resultado justiĄcado pelo traçado adotado com
excentricidade constante. VeriĄca-se também uma relação entre a resistência do concreto e a
máxima tensão atingida na armadura.
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(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Pilar
(f) Ponto de monitoramento
Figura 5.21: Comparação das tensões máximas obtidas na armadura para cada conĄguração na
direção y.
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(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Pilar
(f) Ponto de monitoramento
Figura 5.22: Comparação das tensões máximas obtidas na armadura para cada conĄguração na
direção x.
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Nas Figuras 5.23 e 5.24 são apresentados graĄcamente os valores máximos de força nos
cabos para cada umas direções da laje. Em relação à direção y, é observado que a série D
apresentou os maiores acréscimos de força, seguida pelas séries C e B. VeriĄca-se uma relação
linear entre a resistência do concreto e a força máxima atingida pelos cabos. Essas mesmas
observações foram encontradas também ao analisar as forças máximas na direção x.



















































(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Figura 5.23: Comparação das forças máximas obtidas nos cabos de protensão para cada conĄ-
guração na direção y.
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(d) ConĄguração 4 (e) ConĄguração 5
Figura 5.24: Comparação das forças máximas obtidas nos cabos de protensão para cada conĄ-
guração na direção x.
5.8.4 Panorama de Ąssuração
Neste item são analisados os panoramas de Ąssuração para quatro das lajes simuladas
na análise paramétrica. Na Figura 5.25 representa-se esquematicamente os tipos de Ąssuras




Figura 5.25: Esquema de Ąssuração de laje com ruptura por punção.
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Foram selecionados os modelos A-35, B-2-25, C-4-25 e D-5-50 para fazer a aná-
lise da evolução das Ąssuras. A Ąssuração no concreto é representada numericamente através
da deformação volumétrica, �vol, deĄnida como a somatória das deformações totais principais
(�vol = �1 + �2 + �3). Nos modelos selecionados, foi mostrado o panorama de Ąssuração na
superfície e na espessura da laje, para três níveis de carregamento e no último passo, no qual
não foi atingida a convergência, similar ao realizado nas lajes simuladas no Capítulo 4. Como
pode ser visto nas Figuras 5.26 à 5.29, nos quatro modelos analisados, a evolução do panorama
de Ąssuração se ajusta às observações dos ensaios experimentais consultados na revisão biblio-
gráĄca (RAMOS, 2003; CORRÊA, 2001; CARVALHO, 2005; CLÉMENT, 2012). A seguir são
destacadas algumas dessas observações:
• Na superfície da laje, as primeiras Ąssuras que aparacem são radiais e geralmente paralelas
às barras longitudinais de maior altura útil. Essas Ąssuras surgem devido às tensões
tangenciais de tração impostas pela Ćexão.
• Com o acréscimo do carregamento as Ąssuras radiais se direcionam à extremidade da laje.
• Na fase da resistência ao cisalhamento, veriĄca-se o surgimento de Ąssuras tangenciais
(também chamadas de circunferenciais) ao redor do pilar, a partir das quais se desenvol-
vem as superfícies de ruptura por cisalhamento do cone de punção.
• As Ąssuras que aparecem na altura da laje são inclinadas em direção ao pilar. Na ruptura,
a laje é dividida em duas partes limitadas pela Ąssura inclinada de punção, formando
um tronco cônico. É importante salientar que experimentalmente é mais difícil fazer o
monitoramento dessas Ąssuras, já que surgem no interior laje. Portanto, só é possível
conhecer a superfície de ruptura através do corte das lajes depois do ensaio.
No caso da laje A-35 (Figura 5.26), pode ser observado o aparecimento das Ąssuras
radiais na superfície da laje, paralelas às barras longitudinais de maior altura útil (Figura 5.26a),
dispostas na direção N-S. VeriĄca-se também que no último passo apresentou-se uma mudança
abrupta no panorama de Ąssuração, caracterizado pelo aumento da deformação volumétrica das
Ąssuras tangenciais perto do pilar. Nas Figuras 5.26a à 5.26c observa-se a evolução das Ąssuras
na espessura da laje. Percebe-se a formação e propagação das Ąssuras inclinadas até atingir o
valor da carga máxima. Similar ao que aconteceu na superfície superior da laje, no último passo
de carga (sem convergência) veriĄca-se também uma mudança abrupta no padrão de Ąssuração,
destacando-se ainda mais as Ąssuras inclinadas relacionadas com a ruptura à punção.
Nos modelos protendidos é observada uma redução da Ąssuração para o primeiro nível
de carregamento analisado (Figuras 5.27a, 5.28a e 5.29a) em comparação à laje de referência.
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É importante destacar também que o panorama de Ąssuração entre a carga máxima e o último
passo de carga (sem convergência) foi similar. Analisando as Figuras 5.27 a 5.29 percebe-se que a
conĄguração dos cabos tem uma grande inĆuência nas Ąssuras que surgem na laje. Nos modelos
B-2-25 e C-4-25 as Ąssuras que aparecem na espessura da laje têm ângulo de inclinação menor
ao obtido no modelo A-35. No modelo D-5-50 a Ąssura apresenta um ângulo variável ao longo
da espessura. Nesse mesmo modelo destaca-se também a maior formação e distribuição de


















(a) P=0,5Pu (P=340,22 kN) (b) P=0,75Pu (P=510,33 kN)
(c) P=Pu (P=680,44 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=394,3 kN)
(f) P=0,75Pu (P=591,45 kN)
(g) P=Pu (P=788,60 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)


















(a) P=0,5Pu (P=387,74 kN) (b) P=0,75Pu (P=581,60 kN)
(c) P=Pu (P=775,47 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=387,74 kN)
(f) P=0,75Pu (P=581,60 kN)
(g) P=Pu (P=775,47 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)


















(a) P=0,5Pu (P=394,30 kN) (b) P=0,75Pu (P=591,45 kN)
(c) P=Pu (P=788,50 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=394,30 kN)
(f) P=0,75Pu (P=591,45 kN)
(g) P=Pu (P=788,50 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)


















(a) P=0,5Pu (P=509,35 kN) (b) P=0,75Pu (P=764,02 kN)
(c) P=Pu (P=1018,69 kN) (d) Último passo de carga
(sem convergência)
(e) P=0,5Pu (P=509,35 kN)
(f) P=0,75Pu (P=764,02 kN)
(g) P=Pu (P=1018,69 kN)
(h) Último passo de carga (sem convergência)
Figura 5.29: Evolução do panorama de Ąssuração na superfície superior e na espessura da laje D-5-50.
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5.9 Comparação com as normas
Nesta seção será apresentada a comparação dos resultados numéricos com os valores de
resistência à punção previstos pelo ACI-318-14, EC 2(2004), NBR-6118:2014 e Ąb MC 2010. É
importante lembrar que os modelos constitutivos utilizados nas análises numéricas foram ca-
librados a partir de ensaios experimentais, portanto a comparação com as normas representa
também uma validação dos resultados numéricos. A comparação é apresentada inicialmente
para cada série de forma individual, com o objetivo de analisar claramente como são incluídos
os efeitos da protensão nas equações das normas. Finalmente, será apresentada uma compa-
ração geral de todos os modelos para fazer uma análise dos resultados obtidos. É importante
salientar que o objetivo da comparação não é determinar qual norma é melhor, mas sim fazer
uma comparação entre os métodos existentes para calcular a resistência à punção em lajes
protendidas.
5.9.1 Considerações gerais
As expressões utilizadas para o cálculo da carga última foram as mesmas mostradas no
item 5.31. De forma geral, as equações apresentam o cálculo da resistência à punção como:
�E − �p,[EC,NBR,MC] ≤�R,[EC,NBR,MC]
�E ≤�R,ACI
onde:
ACI subíndice para indicar ACI-318-14,
EC subíndice para indicar EC 2(2004),
NBR subíndice para indicar NBR-6118:2014,
MC subíndice para indicar Ąb Model Code 2010,
�E corresponde à carga atuante,
�R é a carga força resistida, calculada de acordo a cada norma,
�p é a componente vertical dos cabos de protensão que contribuem na resistência à punção. No
caso do ACI-318-14 o efeito da componente vertical é levado em conta diretamente na equação
de resistência à punção.
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A seguir são mostradas as equações de cada norma com uma nomenclatura uniforme













































�c é a resistência média à compressão obtida a partir de um corpo de prova cilíndrico,
� é a altura útil da laje,
� é o perímetro de controle calculado para cada norma,




, com � em [mm],
à é a tensão média à compressão provocada pela protensão,
� é taxa da armadura longitudinal.
Em nenhuma das equações foram utilizados coeĄcientes de segurança, pois o objetivo
era atingir a carga obtida no modelo numérico. Os resultados apresentados do EC 2(2004) e da
NBR-6118(2014) foram praticamente iguais devido à formulação similar entre as duas normas
e à altura útil adotada para a laje. A principal diferença entre as duas normas é que no caso
do EC 2(2004), o fator do efeito escala deve ser igual ou menor a 2 (� ≤ 2). Para a altura útil
adotada das lajes modeladas valor de � corresponde a 2,088, portanto para esse caso na Equação
5.9.2, o valor do fator coeĄciente de escala deve ser substituído pelo valor de 2, enquanto que na
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norma brasileira (Equação 5.9.3) teria que ser utilizado valor de 2,088. Devido essa diferença
não representar uma variação grande na carga de ruptura, os resultados de ambas as normas
foram agrupados numa categoria utilizando o valor de � sem nenhuma restrição.
Para o Ąb Model Code 2010, foi utilizado o nível de aproximação II que leva em consi-
deração os efeito das forças de compressão no plano da laje e a excentricidade dos cabos. Os




1,5 + 0,9 · å · � · �dg ≤ 0,6 (5.9.5)
onde:




O valor de �g, dimensão máxima dos agregados, assumido foi de 16 mm.






















O valor da rotação calculado pela equação 5.9.4 é reduzido pela deformação de referência suge-
rida por Clément et al. (2014). Essa deformação considera os efeitos das forças de compressão
no comportamento da laje e é calculada em função da tensão média e do módulo de elasticidade
do concreto, como mostra a seguinte equação:




Aplicando o processo iterativo explicado no item 2.4.4 nas anteriores equações, encontrou-
se o valor de resistência à punção para cada uma das lajes modeladas.
5.9.2 Comparação dos resultados de carga de ruptura em cada série
A comparação dos resultados das lajes de referência da serie A, obtidos numericamente
�FEM e através das normas, é mostrada na Tabela 5.4 e é representada graĄcamente na Fi-
gura 5.30.
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A-25 604,67 456,20 563,01 487,04 1,33 1,07 1,24
A-35 680,66 539,78 629,84 542,81 1,26 1,08 1,25
A-50 764,48 645,16 709,35 605,83 1,18 1,08 1,26
R
Figura 5.30: Comparação entre os resultados numéricos e as normas, série A.
A partir dos resultados, é observado que os valores previstos pelas equações do EC 2(2004)
e da NBR-6118(2014) foram os mais próximos aos resultados obtidos numericamente nas três
lajes modeladas. A relação entre os resultados numéricos e os previstos pelas normas mencio-
nadas foi de aproximadamente 1,08, para as três resistências de concreto estudadas. Já no caso
do ACI-318-2014 e do Ąb Model Code 2010 (LoA II), observou-se que os resultados numéricos
foram em torno de 25% acima dos calculados através das equações.
No caso da série B, os resultados da norma europeia e brasileira continuaram tendo
uma boa previsão, porém um pouco mais conservadora, com uma razão de 1,19 em relação
ao resultado numérico (ver Tabela 5.5). Por outro lado, os valores de carga calculados pelo
Ąb Model Code 2010 utilizando o nível de aproximação II, tiveram uma relação de 1,24. O
ACI-318-2014 apresentou os resultados mais conservadores em comparação com as outras nor-
mas, com uma média de 1,41. Na Tabela 5.5 observa-se que os valores de carga de ruptura foram
maiores em todos os modelos numéricos em relação aos valores previstos pelas normas. Esse
resultado é justiĄcado pelo aumento da força nos cabos de protensão à medida que é aplicado
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o carregamento.
















B-1-25 694,13 483,85 615,13 579,56 1,43 1,13 1,20
B-2-25 775,47 538,59 649,52 648,95 1,44 1,19 1,19
B-3-25 707,72 483,85 615,13 579,56 1,46 1,15 1,22
B-4-25 741,59 538,59 649,52 648,95 1,38 1,14 1,14
B-5-25 757,60 538,59 649,52 670,78 1,41 1,17 1,13
B-1-35 810,42 557,30 681,95 632,99 1,45 1,19 1,28
B-2-35 884,37 612,04 716,35 699,64 1,44 1,23 1,26
B-3-35 807,39 557,30 681,95 632,99 1,45 1,18 1,28
B-4-35 862,34 612,04 716,35 699,64 1,41 1,20 1,23
B-5-35 851,76 612,04 716,35 720,33 1,39 1,19 1,18
B-1-50 923,62 649,91 761,47 694,64 1,42 1,21 1,33
B-2-50 967,34 704,65 795,86 759,33 1,37 1,22 1,27
B-3-50 889,59 649,91 761,47 694,64 1,37 1.,17 1,28
B-4-50 946,08 704,65 795,86 759,33 1,34 1,19 1,25
B-5-50 998,24 704,65 795,86 778,80 1,42 1,25 1,28
Média 1,41 1,19 1,24
Com o intuito de facilitar a comparação dos resultados obtidos numericamente, foram
realizados dois tipos de gráĄcos para cada norma, mostrados esquematicamente na Figura 5.31.
Num primeiro gráĄco (Figura 5.31a) foi plotada a tensão de cisalhamento (áFEM) obtida no
modelo numérico, no perímetro de controle, em função das variáveis utilizadas em cada equação.





�FEM , carga última obtida no modelo numérico,
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�, perímetro de controle calculado para cada norma,
�, altura útil da laje.
Tensão de cisalhamento
obtida no modelo numérico
Parâmetros utilizados em 













Nível de resistência nominal, 
sem fatores de segurança
Nível de resistência de cálculo,





Figura 5.31: Representação esquemática dos gráĄcos utilizados para comparar os resultados
numéricos com as normas
Para o ACI-318-14 observou-se que em todas as lajes analisadas a resistência à punção








portanto realizou-se o gráĄco de (áFEM − 0,3à) versus 0, 29
√
�c.
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Similar ao ACI-318-14, no EC 2 (2004) e na NBR-6118:2014 o efeito da compressão é
considerado através da subtração de uma fração da tensão de compressão à tensão de cisalha-
mento. Consequentemente para essas normas, foi traçada uma curva de (áFEM − 0,1à) versus
0,18�(100�c)
1
3 . Já no caso do Ąb Model Code 2010, os efeitos da protensão são levados em




1,5 + 0,9 · åFEM · � (5.9.10)
onde åFEM , é a rotação da laje, calculada a partir dos deslocamentos obtidos nos modelos
numéricos.
Portanto, na análise dessa norma foram plotados os resultados numéricos ajustados à
equação 5.9.10.
Num segundo tipo de gráĄco, mostrado esquematicamente na Figura 5.31b, foi plotada a
tensão de cisalhamento adimensional versus a resistência à compressão do concreto. O objetivo
era comparar o nível de segurança de cada norma. Foram traçadas duas linhas horizontais para
representar o nível de resistência nominal (sem fatores de segurança) e o nível de resistência de
cálculo (com fatores de segurança). Por exemplo, no caso do ACI-318-14 os resultados foram
governados pela equação 5.9.9, desta forma, a linha sólida representa o coeĄciente de 0,29 e a
linha tracejada o coeĄciente de 0,22 (obtido a partir do fator de redução, ã = 0,75).
Nessa ordem de ideias, as Figuras 5.32a, 5.32c e 5.32e têm como objetivo mostrar a
dispersão dos resultados obtidos numericamente na série B. Analisando os gráĄcos, é observado
que no caso do ACI-318-14, EC 2(2004) e NBR-6118:2014 os resultados estão agrupados em
três regiões, isto é devido à resistência à compressão ser a única variável que muda no eixo �.
Por outro lado, utilizando a equação do Model Code(2010) os resultados se distribuem de modo
mais uniforme ao longo da linha de tendência, como pode ser observado na Figura 5.32e.
Em relação ao segundo tipo de gráĄco, nas Figuras 5.32b, 5.32d e 5.32f pode ser obser-
vado que para todas as normas, os resultados estão acima do nível de resistência nominal, o
que conĄrma o resultados mostrados na Tabela 5.5.
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(c) EC 2(2004) e NBR-6118:2014
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(d) EC 2(2004) e NBR-6118:2014













(e) fib Model Code 2010










(f) fib Model Code 2010
Figura 5.32: Tendência dos resultados e comparação com a previsão do ACI-318-14, EC 2 (2004)
e a NBR-6118:2014 e Ąb Model Code 2010, série B.
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Na Figura 5.33 é mostrada a comparação de carga última obtida para cada uma das
lajes da série B. É interessante observar que apesar dos resultados serem mais conservadores
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Figura 5.33: Comparação entre os resultados numéricos e as normas, série B.
Seguindo o mesmo procedimento foram analisados os dados da série C e D. A Tabela
5.6 mostra os resultados de carga de ruptura para a série C e as Figuras 5.34 e 5.35 permitem
visualizar a dispersão dos resultados e o nível de segurança de cada umas das normas, baseados
nos resultados numéricos obtidos nessa série.
Na série C, o Ąb Model Code 2010 apresentou a menor média da relação entre os resul-
tados numéricos e os calculados por essa norma, com um valor de 1,24. É importante lembrar
que as equações dessa norma levam em consideração os momentos de descompressão causa-
dos pela excentricidade dos cabos de protensão. Em contrapartida, os resultados obtidos pelo
EC 2(2004) e NBR-6118:2014 tiveram média de 1,22, bastante próxima ao Model Code (2010)
apesar de não considerar a excentricidade dos cabos de protensão. O ACI-318-14 apresentou os
resultados mais conservadores, com média de 1,47.
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C-1-25 740,93 483,85 615,13 603,56 1,.53 1,20 1,23
C-2-25 836,85 538,59 649,52 694,13 1,55 1,29 1,21
C-3-25 736,36 483,85 615,13 603,56 1,52 1,20 1,22
C-4-25 788,60 538,59 649,52 694,13 1,46 1,21 1,14
C-5-25 790,23 538,59 649,52 739,88 1,47 1,22 1,07
C-1-35 811,37 557,30 681,95 655,93 1,46 1,19 1,24
C-2-35 941,75 612,04 716,35 742,40 1,54 1,31 1,27
C-3-35 834,16 557,30 681,95 655,93 1,50 1,22 1,27
C-4-35 909,34 612,04 716,35 742,40 1,49 1,27 1,22
C-5-35 915,23 612,04 716,35 785,48 1,50 1,28 1,17
C-1-50 895,09 649,91 761,47 716,39 1,38 1,18 1,25
C-2-50 1033,91 704,65 795,86 799,51 1,47 1,30 1,29
C-3-50 900,12 649,91 761,47 716,39 1,38 1,18 1,26
C-4-50 1013,41 704,65 795,86 799,51 1,44 1,27 1,27
C-5-50 1009,37 704,65 795,86 839,78 1,43 1,27 1,20
Média 1,47 1,24 1,22
Em relação aos gráĄcos de dispersão e nível de segurança apresentados na Figura 5.34,
veriĄca-se um comportamento similar ao observado na série B. Nas Figuras 5.34b, 5.34d e
5.34f é importante destacar que nenhum dos resultados esteve abaixo do nível de resistência
nominal, o que indica um comportamento a favor da segurança dos resultados obtidos através
das equações das normas.
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(c) EC 2 (2004) e a NBR-6118:2014
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(d) EC 2 (2004) e a NBR-6118:2014












(e) fib Model Code 2010










(f) fib Model Code 2010
Figura 5.34: Tendência dos resultados e comparação com a previsão do ACI-318(2014), EC
2(2004) e a NBR-6118:2014 e Ąb Model Code 2010, série C.
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Na Figura 5.35 apresenta-se o gráĄco de carga de ruptura para cada uma das lajes da
série C, obtido da análise numérica e através das equações de cada norma. No gráĄco é eviden-
ciado o nível de segurança de cada regulamento, sendo o ACI-318(2014) o mais conservador. É
importante salientar o comportamento levemente diferente das curvas do EC 2(2004) e NBR-
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Figura 5.35: Comparação entre os resultados numéricos e as normas, série C.
Com o intuito de analisar a inĆuência da componente vertical, foram analisados os
resultados da série D. A Tabela 5.7 apresenta os valores de carga calculados para cada norma e
os obtidos pela análise numérica, junto com os valores da componente vertical. Para o cálculo
de todas as normas foram considerados somente os cabos dentro do perímetro afastado a d/2
do pilar, para o cálculo da componente vertical. Observa-se na tabela que esses valores são
pequenos (entre 0,3% e 0,78% da carga obtida no modelo numérico), isso acontece por causa
da altura da laje adotada e da relativa baixa excentricidade estabelecida para fazer o traçado
parabólico dos cabos de protensão.
Para realizar a comparação com os resultados numéricos, no caso das normas EC 2(2004),
NBR-6118:2014) e o Ąb Model Code (2010), o valor da componente vertical foi subtraído do
valor de carga última obtido do modelo numérico, como é indicado em cada uma dessas nor-
mas. Já no caso do ACI-318 (2014), a parcela da componente vertical é considerada dentro da
equação de resistência à punção, portanto o valor da componente foi somado diretamente e
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comparado com a carga total obtida no modelo.
Nessa última série as previsões do EC 2(2004), NBR-6118:2014 e Ąb Model Code 2010
tiveram uma média de 1,26 (ver Tabela 5.7). Similar às séries anteriores, todos os resultados
numéricos Ącaram acima das previsões dos códigos normativos.




















D-1-25 760,85 5,1 494,02 615,13 595,33 1,54 1,23 1,27
D-2-25 848,53 5,1 548,77 649,52 678,43 1,55 1,30 1,24
D-3-25 751,22 2,5 488,93 615,13 595,33 1,54 1,22 1,26
D-4-25 798,64 2,5 534,68 649,52 678,43 1,47 1,23 1,17
D-5-25 820,06 6,4 551,31 649,52 715,50 1,49 1,25 1,14
D-1-35 848,62 5,1 567,47 681,95 648,07 1,50 1,24 1,30
D-2-35 952,08 5,1 622,22 716,35 727,56 1,53 1,32 1,30
D-3-35 849,12 2,5 562,39 681,95 648,07 1,51 1,24 1,31
D-4-35 906,23 2,5 617,13 716,35 727,56 1,47 1,26 1,24
D-5-35 924,07 6,4 624,76 716,35 762,54 1,48 1,28 1,20
D-1-50 938,71 5,1 660,08 761,47 708,96 1,42 1,23 1,32
D-2-50 1048,61 5,1 714,83 795,86 785,60 1,47 1,31 1,33
D-3-50 907,88 2,5 654,99 761,47 708,96 1,39 1,19 1,28
D-4-50 1010,08 2,5 709,74 795,86 785,60 1,42 1,27 1,28
D-5-50 1018,69 6,4 717,37 795,86 818,36 1,42 1,27 1,24
Média 1,48 1,26 1,26
(1) V *FEM = VFEM − Vp0,5d
Seguindo o mesmo procedimento, foram realizados os gráĄcos de tendência e nível de
segurança para cada uma das normas (Figura 5.36).
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(c) EC 2 (2004) e a NBR-6118:2014
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(d) EC 2 (2004) e a NBR-6118:2014











(e) Model Code (2010)










(f) Model Code (2010)
Figura 5.36: Tendência dos resultados e comparação com a previsão do ACI-318(2014), EC 2
(2004) e a NBR-6118:2014 e Ąb Model Code 2010, série D.
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Analisando os gráĄcos apresentados na Figura 5.36 junto com o apresentado na Figura
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Figura 5.37: Comparação entre os resultados numéricos e as normas, série D.
5.9.3 Análise geral da comparação com as normas
Neste item apresenta-se uma síntese dos resultados obtidos no item anterior e se compara
as previsões de cada umas das normas. Para fazer essa comparação, foi realizada uma análise
estatística das relações de carga última obtidas nos modelos e das calculadas pelas equações
das normas, para as 48 lajes da análise paramétrica. A Tabela 5.8 apresenta os parâmetros
estatísticos calculados.










Média 1,426 1,201 1,230
Desvio padrão 0,072 0,058 0,058
CoeĄciente de variação (CV) 0,051 0,049 0,049
Percentil 5 % 1,290 1,079 1,079
(1) Na série D, V *FEM = VFEM − Vp0,5d
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O ACI-318-14, além de apresentar a média mais alta da relação VF EM
VR
, também apresenta
o maior desvio padrão, o que indica uma maior dispersão dos resultados obtidos através dessa
norma. Observa-se também que os valores de média e desvio padrão obtidos para o EC 2(2004),
NBR-6118:2014 e do Ąb Model Code 2010 foram similares. Ao analisar as médias deve-se ter
especial cuidado, dado que uma média igual ou próxima a 1,0 poderia indicar valores contra a
segurança. Além disso, as equações utilizadas nas normas geralmente são calibradas para que
somente em 5% dos casos a carga obtida do ensaio experimental seja menor do que a prevista
pelas equações da norma. Por essa razão, foi calculado o percentil 5% para os dados obtidos
para cada norma, visando obter um valor maior do que 1,0. Analisando esse parâmetro na
Tabela 5.8, é veriĄcado que a previsão do ACI-318(2014) é segura, mas também mais conser-
vadora, em comparação as outras normas. Dessa forma, pode-se aĄrmar que o EC 2(2004), a
NBR-6118(2014), e o Ąb Model Code 2010 apresentam um melhor ajuste, sem comprometer o
nível de segurança, para as lajes analisadas numericamente nesta pesquisa.
5.10 Comparação dos resultados com CSCT
Nesta seção apresenta-se a análise dos resultados obtidos numericamente usando os
princípios da Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento (Critical Shear Crack Theory, CSCT)
desenvolvida por Muttoni (2008). De acordo com Clément et al. (2014), a CSCT fornece uma
formulação consistente para a análise de lajes protendidas já que permite incluir todos os
efeitos gerados pela protensão. É importante lembrar também que a abordagem apresentada
nessa teoria serviu como base para o desenvolvimento das equações para o cálculo da punção
do Ąb Model Code 2010.
A CSCT estabelece que a resistência à punção (�R) depende da abertura (�) e da
rugosidade de uma Ąssura crítica causada pelo cisalhamento que se desenvolve ao longo da
biela de compressão perto do pilar, como é ilustrado na Figura 5.38.
abertura de fissura (w)proporcional a ψd   biela teórica de compressão   
Figura 5.38: Representação esquemática da Ąssura crítica na espessura da laje. (CLÉMENT et
al., 2014).
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De acordo com Muttoni (2008), a abertura dessa Ąssura é proporcional ao produto da
rotação da laje e à altura efetiva da laje (� ∝ å ·�), e a rugosidade da Ąssura está correlacionada













� é a rotação da laje,
�c é a resistência à compressão do concreto do corpo de prova cilíndrico,
� é a altura efetiva da laje,
�0 é o perímetro de controle localizado d/2 da área carregada,
�g é o tamanho máximo do agregado,
�g0 é o tamanho de referência do agregado (16 mm).
A equação 5.10.1 é similar à equação usada pelo Ąb Model Code 2010 para determinar
a resistência à punção. Desse modo, o cálculo da carga resistida pela laje é estabelecido pela
interseção do critério de ruptura e da curva de carga-rotação, como pode ser observado na Figura
5.39a. A validação do critério de ruptura dessa teoria foi realizada através da comparação com
99 ensaios experimentais (Figura 5.39b).
Ruptura  V   R
V  
Critério de ruptura 
Comportamento carga-rotação da laje  
(a)











Figura 5.39: Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento (Critical Shear Crack Theory, CSCT):
(a) cálculo da resistência à punção (b) comparação do critério de ruptura com ensaios experi-
mentais (CLÉMENT et al., 2014).
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Para realizar a comparação nos modelos, foi assumido um tamanho máximo de agregado
igual ao tamanho de referência (�g0 = 16 mm). O cálculo da rotação obteve-se como se mostra





Figura 5.40: Cálculo da rotação da laje no modelo numérico.
Além disso, foi levada em consideração a redução da rotação através da deformação de
referência proposta por Clément et al. (2014), segundo a equação já apresentada:




Na Figura 5.41 a resistência à punção é representada em função da rotação e altura
útil da laje, similar à comparação realizada na Figura 5.39b. Os pontos correspondem aos
resultados obtidos de carga última calculada nos modelos numéricos, e a linha tracejada ao
critério proposto por Muttoni (2008). Observa-se um bom ajuste entre os resultados numéricos
e o critério de ruptura, sendo possível observar também que a maioria dos resultados encontra-
se localizada entre os valores de 0,5 e 1 no eixo das abscissas. Isso é justiĄcado pela geometria
constante utilizada nos modelos e pela redução das rotações da laje causada pela protensão.















Figura 5.41: Cálculo da rotação da laje no modelo numérico.
Capítulo 5. Análise paramétrica 177
Além do traçado do GráĄco 5.41, foram escolhidos alguns modelos para comparação
do comportamento com o critério de ruptura (Figuras 5.42 e 5.43). No caso da Figura 5.42a,
foram plotadas as curvas de carga versus rotação da conĄguração 2 e concreto de 35 MPa para
as quatro séries junto com o critério de ruptura com à = 0 MPa e à = 1,67 MPa. O gráĄco
permite ver o ganho de resistência da laje com a inserção das tensões de compressão no plano
e a excentricidade dos cabos. É observado também que os comportamentos para as séries C
e D foi similar. Por outro lado, a Figura 5.42b são comparadas as rotações na direções x e y
no modelo B-5-50. Esse modelo Foi escolhido devido à tensão de compressão na conĄguração
5 ser diferente em cada direção ortogonal da laje. No gráĄco mencionado, observa-se que o
comportamento é similar nas duas direções, e que a interseção das curvas de carga-rotação
ocorre no critério de ruptura com maior tensão de compressão (à = 2,33 MPa).













Critério de ruptura σ=1.67MPa
Critério de ruptura σ=0MPa



















Critério de ruptura σ=2.33MPa
Critério de ruptura σ=1MPa






Figura 5.42: Comparação entre os resultados numéricos e a Teoria da Fissura Crítica de Cisa-
lhamento (CSCT).
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Nas Figuras 5.43a e 5.43b foram plotadas as curvas dos modelos D-1-25, D-3-25,
C-2-50 e C-4-50. Comparou-se o comportamento da carga-rotação das lajes com a mesma
tensão de compressão aplicada, mas com cabos distribuídos de forma diferente em planta. Os
gráĄcos mostram para ambos os casos que a curva de carga-rotação é similar, podendo-se aĄrmar
que as distribuições em planta adotadas para essas conĄgurações não tiveram uma inĆuência
signiĄcativa no comportamento da laje.
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Figura 5.43: Comparação das curvas de carga versus rotação obtidas numericamente e as curvas
de ruptura previstas pela Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento (CSCT).
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Capítulo 6
Conclusões e recomendações para trabalhos futuros
6.1 Considerações Ąnais
O objetivo deste trabalho foi estudar a punção em lajes lisas protendidas com cabos não
aderentes através de análises numéricas não lineares, visando avaliar os efeitos da protensão que
contribuem na resistência à punção. Para a realização das modelagens utilizou-se o programa
comercial DIANA V.9.4.4, que se baseia no método dos elementos Ąnitos e apresenta vários
modelos constitutivos para representar a não linearidade física do comportamento do concreto
à tração, compressão e ao cisalhamento, assim como também o comportamento plástico das
armaduras.
Para avaliar os modelos constitutivos adotados, foram simuladas duas vigas protendidas
ensaiadas por Gauvreau (1992) e Hussien et al. (2012) com ruptura por Ćexão e quatro lajes
de concreto armado e protendido, com ruptura por punção, ensaiadas por Ramos (2003) e
Melges (2001). Em geral, as análises numéricas conseguiram reproduzir bem o comportamento
observado experimentalmente. No caso das estruturas com protensão, foi utilizado um modelo
de aderência para simular o deslocamento relativo e o atrito entre os cabos não aderentes e
o concreto. Na aplicação da protensão as modelagens foram dividas em várias etapas para
representar corretamente as condições do ensaio experimental.
Baseada na calibração obtida a partir dos ensaios experimentais, procedeu-se à realização
de uma análise paramétrica com o objetivo de determinar as variáveis que têm maior inĆuência
da protensão na resistência à punção. Foram simuladas no total 48 lajes, onde estudaram-se os
seguintes parâmeros: distribuição em planta e número de cabos, traçado do cabo e resistência
à compressão do concreto. Os resultados numéricos foram comparados com as recomendações
da NBR-6118:2014, ACI 318-14, Eurocode 2 (2004), Ąb Model Code 2010 e com a Teoria
de Fissura Crítica de Cisalhamento proposta por Muttoni (2008). A seguir são descritas as
principais conclusões obtidas.
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6.2 Conclusões
Comparando os resultados obtidos através das análises numéricas com os experimen-
tais, conclui-se que as modelagens conseguiram representar corretamente o comportamento
observado nos ensaios. Isso foi demostrado através da comparação das curvas de carga versus
deslocamento, do panorama de Ąssuração e das tensões nas armaduras longitudinais. A abor-
dagem utilizada para a modelagem dos cabos de protensão utilizando o modelo de aderência de
Dörr (1980) permitiu uma adequada simulação dos efeitos causados pela protensão nos modelos
numéricos.
De forma geral, o modelo constitutivo adotado para o concreto permitiu obter resultados
coerentes para as 48 lajes modeladas no estudo paramétrico, onde foram adotadas três resis-
tências à compressão diferente (25 MPa, 35 MPa e 50 MPa).Os parâmetros relacionadas com
o comportamento ao cisalhamento do concreto tiveram grande inĆuência nos resultados das
simulações. Particularmente, o fator de retenção ao cisalhamento variável utilizado no modelo
de Ąssuras Ąxas foi importante na calibração nos modelos.
O estudo paramétrico permitiu avaliar os efeitos criados pela protensão na resistência
à punção das lajes simuladas. Evidenciou-se um aumento na capacidade de carga, diminuição
das tensões de tração nas armaduras longitudinais e aumento das deformações à compressão do
concreto. Conforme o esperado, esses efeitos foram maiores nos modelos que tinham maior força
de protensão. Em relação ao traçado do cabo, conclui-se que a excentricidade permitiu também
um aumento da resistência à punção. Devido à altura da laje e à excentricidade adotada nas
lajes que tinham traçado parabólico, o efeito da componente vertical na resistência à punção foi
pequeno. É importante salientar também que as conĄgurações com tensão de compressão média
equivalente, apresentaram um comportamento similar entre si, o que indica que a distribuição
em planta adotada nas análises teve uma inĆuência pequena nos resultados.
Em relação à comparação dos resultados da análise paramétrica com as normas, foi
observado que as cargas previstas pelos modelos numéricos foram maiores que as calculadas
através das equações do ACI-318-14, EC 2(2004), NBR-6118:2014 e Ąb Model Code 2010 (uti-
lizando o nível de aproximação II) para as 48 lajes analisadas. A relação entre as cargas obtidas
nos modelos e as previstas pelo ACI-318-14 teve uma média de 1,426. Para o EC 2(2004) e a
NBR-6118:2014 foi de 1,201 e no caso do Ąb Model Code (2010) de 1,23. Este resultado é jus-
tiĄcado pelo nível de segurança intrínseco de cada uma das normas em relação à aplicação de
protensão e pelo aumento da força nos cabos durante a aplicação do carregamento no modelo.
Comparando os métodos de cálculo de cada norma, conclui-se que a determinação da
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carga de ruptura através das equações Ąb Model Code 2010 é mais complexa devido ao maior
número de variáveis envolvidas, sendo a única formulação que considera o efeito dos momentos
criados pelo traçado do cabo. Os resultados obtidos apresentaram um bom ajuste com o critério
de ruptura da Teoria da Fissura Crítica de Cisalhamento proposta por Muttoni (2008). A
abordagem apresentada nessa teoria permitiu uma melhor interpretação dos resultados obtidos
no estudo paramétrico a partir das curvas de carga versus rotação da laje.
6.3 Recomendações para trabalhos futuros
Como sugestões para continuação da pesquisa, podem-se citar os seguintes itens:
• Propõe-se a utilização do modelo constitutivo adotado neste trabalho para simular mais
ensaios experimentais de lajes e vigas, assim como também de outros tipos de estruturas
de concreto armado e protendido, como por exemplo pilares, consolos, e cascas.
• A simulação de ligações isoladas entres pilares e lajes é adequada para a análise loca-
lizada da punção, porém não abrange os esforços de membrana existentes no modelo
global (painéis de lajes). Com as facilidades oferecidas pelas ferramentas computacionais,
seria interessante a modelagem de uma laje apoiada em vários pilares para estudar esse
fenômeno.
• Em relação à protensão, na revisão bibliográĄca e nas normas foi encontrada pouca infor-
mação em relação as diferenças entre os tipos de protensão (aderente ou não aderente).
Recomenda-se fazer um estudo para comparar estas duas alternativas no comportamento
das lajes lisas à punção. Sugere-se também um estudo experimental de lajes protendidas
para conĄrmar os resultados numéricos alcançados nesta pesquisa.
• Realizar modelagens de lajes de concreto com armadura de cisalhamento, variando o
número de camadas e espaçamento radial entre elementos.
• Analisar situações de punção para lajes com momentos aplicados (punção excêntrica).
• Propõe-se ainda a realização de mais análises paramétricas para estudar outras variá-
veis relacionadas com a resistência à punção, como por exemplo, a taxa de armadura
longitudinal, a espessura da laje, o tamanho do pilar, etc.
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não aderentes
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Pralong et al. (1979) P5 Circular Não 180 27.1 300 1,34 154 154 0 0 0 568
Pralong et al. (1979) P7 Circular 2-dir 175 31.2 300 1,34 162 162 167 129 2.06 761
Pralong et al. (1979) P8 Circular 2-dir 176 29.6 300 0,3 166 166 173 138 2.06 683





















Shehata (1982) SP1 Cuadrada 2-dir 175 38.8 150 0.266 157 0.6 180 135 4.5 988
Shehata (1982) SP2 Cuadrada 1-dir 175 49.3 150 1.4 143 0.66 180 125 4.5 624
Shehata (1982) SP3 Cuadrada Não 175 39.5 150 2.22 139 0 0 0 0 416
Shehata (1982) SP4 Cuadrada 2-dir 175 44.3 150 0.266 157 0.86 180 135 5.5 884
Shehata (1982) SP5 Cuadrada 2-dir 175 43.4 150 0.266 157 0.86 135 135 3.5 780
Shehata (1982) SP6 Cuadrada 2-dir 175 45.1 150 0.266 157 0.49 180 135 4 728





















Hassanzadeh (1998) A1 Circular 2-dir 180 33 250 0.18 150 0.31 217.6 151 2.79 668
Hassanzadeh (1998) A2 Circular 2-dir 180 30.52 250 0.18 150 0.33 213.7 144 2.74 564
Hassanzadeh (1998) B1 Circular Não 220 43.52 250 0.29 190 0 0.0 0 0 439
Hassanzadeh (1998) B2 Circular 2-dir 220 41.48 250 0.29 190 0.43 202.1 110 2.12 827
Hassanzadeh (1998) B3 Circular 2-dir 220 41.06 250 0.29 190 0.25 210.7 191 2.21 1113
Hassanzadeh (1998) B4 Circular 2-dir 220 43.01 250 0.29 190 0.25 189.7 189 1.99 952





















Melges (2001) M1 Cuadrada Não 160 26.6 180 1.58 127 0 0 0 0 441
Melges (2001) M4 Cuadrada 2-dir 160 51.9 180 0.92 134 0.27 130.601 120 2.58 772





















Corrêa (2001) LP1 Cuadrada Não 120 50.7 150 1.17 105 0 0 0 0 327
Corrêa (2001) LP2 Cuadrada 2-dir 120 52.4 150 1.17 105 0.37 100 60 2.19 355
Corrêa (2001) LP3 Cuadrada 2-dir 120 52.4 150 1.17 105 0.62 100 60 4.28 415
Corrêa (2001) LP4 Cuadrada 2-dir 120 50.7 150 1.17 105 0.12 100 90 0.8 390
Corrêa (2001) LP5 Cuadrada 2-dir 120 50.7 150 1.17 105 0.25 100 90 1.33 475
Corrêa (2001) LP6 Cuadrada 2-dir 120 52.4 150 1.17 105 0.37 100 90 1.76 437
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Ramos (2003) AR3 Cuadrada 1-dir 100 37.5 200 1.63 80 0 0 0 258
Ramos (2003) AR4 Cuadrada 1-dir 100 43.1 200 1.63 80 0 116.25 0 1 270
Ramos (2003) AR5 Cuadrada 2-dir 100 35.7 200 1.63 80 0 176.25 0 1.55 252
Ramos (2003) AR6 Cuadrada 2-dir 100 37 200 1.63 80 0 116.87 0 2 251
Ramos (2003) AR7 Cuadrada 2-dir 100 43.9 200 1.63 80 0 113.75 0 1.95 250
Ramos (2003) AR8 Cuadrada 2-dir 100 41.6 200 1.63 80 0 158.75 0 2.75 288
Ramos (2003) AR9 Cuadrada 2-dir 100 37.1 200 1.62 80.6 0.451 85 65.2 0 380
Ramos (2003) AR10 Cuadrada 2-dir 100 41.4 200 1.6 81.85 0 0 0 0 251
Ramos (2003) AR11 Cuadrada 2-dir 100 38 200 1.62 80.8 0.448 85 65.5 0 371
Ramos (2003) AR12 Cuadrada 2-dir 100 31.3 200 1.62 80.6 0.53 85 64.9 0 342
Ramos (2003) AR13 Cuadrada 2-dir 100 32.5 200 1.7 77 0.478 85 61.5 0 280
Ramos (2003) AR14 Cuadrada 2-dir 100 28.2 200 1.64 79.8 0.465 85 63.2 0 261
Ramos (2003) AR15 Cuadrada 2-dir 100 31.7 200 1.65 79.5 0.485 85 60.6 0 208
Ramos (2003) AR16 Cuadrada 2-dir 100 30.6 200 1.64 79.7 0.486 85 60.4 0 262





















Silva (2005) A1 Cuadrada 2-dir 125 37.8 100 0.62 109 0.32 138 91 3.31 380
Silva (2005) A2 Cuadrada 2-dir 127 37.8 100 0.47 113 0.2 136 97 2.14 315
Silva (2005) A3 Cuadrada 2-dir 128 37.8 100 0.62 109 0.34 135 86 3.16 352
Silva (2005) A4 Cuadrada 2-dir 129 37.8 100 0.51 104 0.23 128 86 1.98 321
Silva (2005) B1 Cuadrada 2-dir 124 40.1 200 0.6 114 0.3 140 97 3.39 582
Silva (2005) B2 Cuadrada 2-dir 124 40.1 200 0.48 110 0.21 138 94 2.23 488
Silva (2005) B3 Cuadrada 2-dir 124 40.1 200 0.63 108 0.33 129 90 3.12 520
Silva (2005) B4 Cuadrada 2-dir 124 40.1 200 0.5 106 0.22 134 89 2.16 459
Silva (2005) C1 Cuadrada 2-dir 126 41.6 300 0.61 111 0.32 140 93 3.33 720
Silva (2005) C2 Cuadrada 2-dir 122 41.6 300 0.5 105 0.22 138 89 2.26 557
Silva (2005) C3 Cuadrada 2-dir 124 41.6 300 0.64 106 0.33 144 90 3.48 637
Silva (2005) C4 Cuadrada 2-dir 123 41.6 300 0.52 102 0.23 142 85 2.31 497
Silva (2005) D1 Cuadrada 2-dir 124 44.1 200 0.68 100 0.36 138 83 3.34 497
Silva (2005) D2 Cuadrada 2-dir 123 44.1 200 0.5 106 0.22 137 90 2.23 385
Silva (2005) D3 Cuadrada 2-dir 125 44.1 200 0.51 103 0.22 142 90 2.27 395
Silva (2005) D4 Cuadrada 2-dir 125 44.1 200 0.48 111 0.21 139 95 2.22 531





















Barbán (2008) L1 Cuadrada Não 120 35.7 150 1.96 105 0 0 0 0 360
Barbán (2008) L2 Cuadrada 2-dir 120 37.8 150 0.3 105 0.24 130 90 2.167 400
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Notação:
h espessura da laje,
�c resistência à compressão do concreto (corpo de prova cilíndrico),
ã diâmetro do pilar de seção circular,
c lado do pilar de seção quadrada,
�s taxa de armadura passiva,
�s altura útil da armadura passiva,
�p taxa de armadura ativa,
F força média aplicada nos cabos de protensão,
àp tensão de compressão aplicada na laje,
�exp valor de carga de ruptura experimental.
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Apêndice B
GráĄcos da análise paramétrica das séries com protensão
(B,C,D)
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(a) Carga versus deslocamento





















(b) Deformação do concreto dir. y





















(c) Deformação do concreto dir. x





















(d) Tensão na armadura dir. y





















(e) Tensão na armadura dir. x





















(f) Força no cabo dir. y





















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.1: Resultados Série B, conĄguração 1.
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(a) Carga versus deslocamento





















(b) Deformação do concreto dir. y





















(c) Deformação do concreto dir. x





















(d) Tensão na armadura dir. y





















(e) Tensão na armadura dir. x





















(f) Força no cabo dir. y





















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.2: Resultados Série B, conĄguração 2.
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(a) Carga versus deslocamento




















(b) Deformação do concreto dir. y




















(c) Deformação do concreto dir. x





















(d) Tensão na armadura dir. y





















(e) Tensão na armadura dir. x




















(f) Força no cabo dir. y




















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.3: Resultados Série B, conĄguração 3.
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(a) Carga versus deslocamento





















(b) Deformação do concreto dir. y





















(c) Deformação do concreto dir. x





















(d) Tensão na armadura dir. y





















(e) Tensão na armadura dir. x





















(f) Força no cabo dir. y





















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.4: Resultados Série B, conĄguração 4.
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(a) Carga versus deslocamento

















(b) Deformação do concreto dir. y

















(c) Deformação do concreto dir. x

















(d) Tensão na armadura dir. y

















(e) Tensão na armadura dir. x

















(f) Força no cabo dir. y

















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.5: Resultados Série B, conĄguração 5.
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(a) Carga versus deslocamento




















(b) Deformação do concreto dir. y




















(c) Deformação do concreto dir. x





















(d) Tensão na armadura dir. y





















(e) Tensão na armadura dir. x




















(f) Força no cabo dir. y




















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.6: Resultados Série C, conĄguração 1.
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(a) Carga versus deslocamento

















(b) Deformação do concreto dir. y

















(c) Deformação do concreto dir. x

















(d) Tensão na armadura dir. y

















(e) Tensão na armadura dir. x

















(f) Força no cabo dir. y

















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.7: Resultados Série C, conĄguração 2.
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(a) Carga versus deslocamento

















(b) Deformação do concreto dir. y

















(c) Deformação do concreto dir. x

















(d) Tensão na armadura dir. y

















(e) Tensão na armadura dir. x

















(f) Força no cabo dir. y

















(g) Força no cabo dir. x
Figura B.8: Resultados Série C, conĄguração 3.
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Figura B.9: Resultados Série C, conĄguração 4.
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Figura B.10: Resultados Série C, conĄguração 5.
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Figura B.11: Resultados Série D, conĄguração 1.
Apêndice B. GráĄcos das séries B, C e D 204
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Figura B.12: Resultados Série D, conĄguração 2.
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Figura B.13: Resultados Série D, conĄguração 3.
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Figura B.14: Resultados Série D, conĄguração 4.
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Figura B.15: Resultados Série D, conĄguração 5.
